n Matrices

1. Un taller de aluminio fabrica tres modelos distintos de ventanas: A, B y C, en dos versiones distintas: grande y
pequena. El taller produce diariamente 100 ventanas grandes y 800 pequeinas de tipo A, 800 grandes y 600
pequefas de tipo B, y 400 grandes y 600 pequefias de tipo C. Cada ventana grande lleva 24 junquillos y 10
remaches, y cada ventana pequefa lleva 12 junquillos y 8 remaches, en cualquiera de los tres modelos.

Propuesta A

a) Representa esta informacion en dos matrices.

b) Halla una matriz que represente la cantidad de junquillos y de remaches necesarios para la produccion diaria
de ventanas de dicha fébrica.

2 -1 3 -1
2. Dadas las matrices A=| 0 3 |, B=(_2 1 5) y C={2 0 |, realiza las siguientes operaciones:
4 1 103 1 -6

AB, C'A, (BC-BA)

3. Resuelve la ecuacion matricial AXB =C , donde:

-110 3 15 3 2 4
A={0 1 2{,B=|0 0 1|yC=/0 3 -1].
1.0 1 4 17 -4 6 2

10 2 0O 0 1
4. Dadas las matrices A=|0 1 0|yB=|0 -1 0}:
0 0 1 1 00

a) Calcula A".
b) Calcula, si existe, A™".

c) Resuelve la siguiente ecuacion matricial: A" +BX =1 .

2 1 3 -2
5. Escribe una matriz cuadrada de orden 4 cuyas dos primeras filas sean 104 2 , de manera que:
a) rg(A)=2
b) rg(A)=3
c) rg(A)=4
Justifica la respuesta.
1 0 -1
6. Dadalamatriz A=|0 m 3 |, determina los valores de m para los que existe A™'.
4 1 -m

Calcula A™' para m=0.

7. Estudia segun los valores de k el rango de la siguiente matriz:
1 -2 3 0
A=|1 k 5 2
3 k-4 k+9 k
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Propuesta B

Efectua la siguiente operacion con matrices: 3A—- AB+C!, donde:
-1 2 1 2 0 -3 3 4 10

A=|0 1 2|,B={1 -2 1|yC=(4 1 5
1 1 2 3 0 2 -3 0 7

1 -1 3 2 5 -4
Sabiendo que A= ,B=|0 3|yC= , calcula, si es posible, los siguientes productos:
4 5 -6 14 -2 0

ABC, BCA y BAC

111
Dada A=[O 1 1],Calcula A3 -_3A24+3A.
0 0 1

-1 1 2 0 1
Dadas las matrices A= y B=|-1 0], se pide:
k 0 1
k 2
a) Razona para qué valores de k la matriz B'A’ tiene inversa.

b) Resuelve la ecuacién (AB)’ X =1 para k=0, siendo / la matriz identidad.

Dados los siguientes vectores de R*:
u=(m-101),v=(0,m-11) y w=(10,-12),

calcula los valores de m para los que dichos vectores son linealmente independientes.

Obtén las matrices A y B que cumplen las siguientes condiciones:

_(8 3
3A+ZB—(5 4j

(1 2
2A—BB_(_1 _6)

Determina, razonadamente, la matriz A%° — A'® sabiendo que:
100

A=l0 1 0
10 1

Halla la matriz inversa de la siguiente matriz por el método de Gauss-Jordan y comprueba el resultado.

10 2
A=l0 1 2
10 1

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Soluciones propuesta A

G P R

A(100 800
2) 8| 800 600 g(f‘z‘ 13?)
cl400 600

J R

b) 100 800 24 10 A(12000 7400
800 600 (12 8)=B 26400 12800
400 600 C| 16800 8800

2 1 5 2 13
AB=|0 3 (‘12 (1) 53j= 3 0 -9
4 1 - 9 -4 -23
2 1
CfA=(3 2 1) _ =(2 4)
10 6% 372 5

67w
(% )

AXB=C= X=A"'cB™

1 -1 2)(3 -2 -4\(-1 -2 1
X={2 -1 2|0 3 -1|-4 -1 3|=
-1 1 154 6 2){0 1 0

0 2 10 4
1 0|, A2=[0 1 0],
0 1 0 0 1

1
0
0
10 6 10 2n
A =0 1 0],...,A"=|0 1 O

0 0 1 00 1

(BC-BA)'

Se demuestra por induccion:

1.0 2(n+1)
AT ATA=|0 1 0
0 0 1
b)
a b c a+2g b+2h c+2i
Ald e fl=I=]| d e fol=I=
g h i g h i
b=d=f=g=h=0 10 -2
=Ja=e=i=1 :>A1={0 1 o]
c=-2i=-2 00 1
c) A"+BX=1=X=B"(I-A")

0 0 10 0 -2n 00 O
X=0 -1 00 0O 0 |=/0 0O O
1 0 0)\0 0 O 0 0 -2n

2 1 3 -2
10 4 2
aAlo 00 0
000 O
2 1 3 =2
10 4 2
Y14 0 0 o
000 O
2 1 3 -2
10 4 2
11 0 0 0
010 0
10 -1 10 -1
A=|l0 m 3|02k Jom 3
4 1 -m 0 1 -m+4

1 0 -1
F3 >mF;—F, 0 m 3

0 0 -m?+4m-3

-m?*+4m-3=0=>m=1 m=3

Sim=#1y m#3, rg(A)=3 = A tiene inversa.

Sim=0:
10 1\(a b ¢ 100
AA'=I=|0 0 3|ld e fl=[0 1 0|
4 1 0)\lg h i 0 0 1
1
=la=1 A=l 4 2y
4 3
d=-4,e=—— 0 l 0
3 3

3 k-4 k+9 k 0 k+2 k k

1 =2 3 0
—BoRkh 0 k+2 2 2

1. 2 3 0 1 2 30
1k 5 2|—22Rh 1o k+2 2 2

0 0 k-2 k-2
k=2=rg(A)=2, ya que la tercera fila seria 0 y
las dos primeras no serian proporcionales.

k =-2=rg(A)=2, ya que en este caso las filas

segunda y tercera serian proporcionales y no lo
serian la primera y la segunda.

k22 y k#-2=rg(A)=3
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Soluciones propuesta B

6.
-3 6 3 3 4 3 3 4 -3 -3 14 -3
0 3 6|-|7 -2 3|+|4 1 0|=[-3 6 3
3 3 6 9 -2 0) (10 5 7 4 10 13
(9 =20
2, ABC_(36 —8)
-20 -52 84
BCA=| -6 6 -18
-19 -17 15
BAC no se puede realizar, ya que BA tiene
dimensién 3 x 3y C tiene dimensién 2 x 2.
1 3 6 1.2 3 111 100
3. 0 1 3|-3/0 1 2(+3/0 1 1|=/0 1 O 7.
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0O
tat [ 2k—1 k
4. a) B'A _( 3 k+2)
Para que B'A! tenga inversa es necesario que
rg(B'A') = 2, para lo cual hace falta que sus filas
no sean proporcionales; por tanto,
2k -1 k 2
2——=2k“-220=> k#+1
3 k+2
t t At
b) (AB)' X == X =(B'A")
1 0ya by (1 0y 27" P=0
(3 2)(0 dj:(o 1):‘ =3 g=1
2 2
- -1 0
-1 0y _
3(3 2) ‘(E 1]
2 2
8.
m -1 0 1
5. rg{uv.w}=rgl0 m -1 1|=3
1 -1 2
m -1 0 1 FyoFy 1 0 1 2
0 m -1 1|—22B""h oo m 1 1
1.0 -1 2 0 -1 m 1-2m
FyF3 1 0 -1 2
FoRvmb, 10 -1 m 1-2m
0 0 (m+H(m-1) (2m+1)(1-m)

Por tanto, si m=1=rg(A)=2.
Si m#1=rg(A)=3={u, v, w} son linealmente
independientes.

Actividades complementarias E 7

3A+ZB:(8 3)

5 4
1 2N
2A—3B:(_1 _Gj
(16 6
6A+4B—(10 8)
= 3 6 =
6A—98=(_3 _18j
(13 0 10
13‘3‘(13 26)38_(1 2)
- 1.(1 0 1 2 2
a=3(30 2)+ (4 B3
100
A=[0 1 0|
10 1
1 0
A2=10 1 0|,
2 1
10 0
A=l0 10| ..
30 1
10 0
A"=l0 10
n 0 1
100 2 00
AP _2A°=| 0 1 0|-| 0 2 O
20 0 1) (20 0 2

0
-1
0

—1 0
0 0
0 -1

Aplicando el método de Gauss-Jordan:

10 21 0 0
0120 10
10 10 0 1
0 2|1 0 O
_BoRBR 001 2(0 10
00 -1-1 0 1
F—F+2F3
Fy—Fy+2F3 10 01 0 2
Fsohy 01 0-=21 2|
00 11 0 -1
10 2
SA'=|2 1 2
1 0 -1

1
0

)



E Determinantes

1. Calcula los siguientes determinantes.

Propuesta A

seno  coso

a
) —Coso  sena

b) X+a X-—a

X—a x+a
3 0 a-1
c)|1 a-1 1
a a-1 1
a b c 2k 4dc+2f 3f+k
2. Sabiendoque |[d e f|=4, calcula el valor del determinante (2h 4b+2e 3e+h|.
g h k 2g 4a+2d 3d+g

1 1 1
seno. senf seny =sen(B-vy)+sen(y—a)+sen(o—P).
coso. cosf cosy,

3. Demuestra que

4. Expresa en forma de producto de factores primos de primer grado el valor del siguiente determinante:

1 d+e de
1 e+c ec
1 c+d cd

5. Obtén en funcién de a, b y c el valor del determinante:

1 1 1 1
1+a 1 1 1
1 1+b 1 1
1 1 1+¢c 1

6. Utiliza determinantes para calcular, segun los valores de k, el rango de la siguiente matriz:

1 2 3 0
A=1 k 5 2

3 k-4 k+9 k

1 0 -1
7. Dadalamatriz A= {0 m 3] , determina los valores de m para los cuales existe A™".
4 1 -m

Calcula A~" para m=0.

1 X x? x3

8. Resuelve laecuacién 3 2x+1 x*+2x  3x =0.
x+2 2x+1 3x

1 1 1 1

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Propuesta B

Calcula los siguientes determinantes.

seno —Ccosa

a
) seno  Ccoso

b) X+a Xx-a

X—-a x-a
a a a

c)la b b
a b c

a b c -d -e —f
Calcula el valor del determinante [d e f|, sabiendoque |-a -b -c|=100.
g h -9 -h —k
1 1 1

Calcula el valor del siguiente determinante: |e™ e"+e™ e"+e"|.
e e"+e" e"+2e™"

3k +1 k k
6k+2 2k+1 2k
3k +1 k k+1

a) Calcula los valores de k que anulan el siguiente determinante:

3k +1 k k
b) Halla los valores de k para los que la matriz A(k)=|6k+2 2k+1 2k | tiene inversa.
3k +1 k k+1

Calcula, si es posible, la inversa de A(0).
X x+1 x+2

X X+3 x+4.
X X+5 x+6

Utilizando las propiedades de los determinantes, calcula el valor de

1 1 2 1
Discute segun el valor del parametro m el rango de la matriz A = 3 1.2 m
m+2 -2 0 -1|°
1 1 -1 1
k-1 1 -1
a) Encuentra los valores de k para los que lamatriz A=| 0 k-2 1 | esinvertible.
k 0 2

b) Para k=2, halla la inversa de A y comprueba el resultado.

Resuelve la ecuacion

oo x
® X o
X a0
X 0

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Soluciones propuesta A

seno.  cosol o 2. _ 1 -2 3 0
1. a) —cosa seno| SN ¢+C0S o=1 6. A=|1 k 5 2
3 k-4 k+9 k
x+a x-a|_ 2 N2
b) x—a X+a—(x+a) (x—a)” =4ax 3 0
5 2=67t0:rg(A)22
3 0 a-1
c)|1 a-1 1 |=(a-1?(1-a)=(1-a)° 1 3 0
a a-1 1 1 5 2|=0,
3 k+9 k
2k 4c+2f 3f+k| |2k 4c 3f
2. |2h 4b+2e 3e+h|=|2h 4b 3e|+ -2 3 0
2g 4a+2d 3d+g| [2g 4a 3d k 5 2|=-3k?+1220=>k #2, k-2
k-4 k+9 k
2k 4c k| |2k 2f 3f| [2k 2f k
+[2h 4b h|+|2h 2e 3e|+|2h 2e h|= Si ke {-2, 2} =>rg(A)=3
29 4a g| |2g 2d 3d| [2g 2d g
Si ke{-2 2} =rg(A)=2
k ¢ f k h g
=2-4.3lh b e+0+0+0=24|c b a|= 1.0 -1 m=1
g a d f e d 7. [0 m 3=—m2+4m—3=0:{
4 1 -m m=3
h Kk a b c a b c
=-24la b c|=24|g h k|=-24/d e f|=-96 Si me {1, 3} =|A|#0= A tiene inversa.
d e f d e f g h k
Sim=0=|A=-3
1 1 1
3. |sena senf seny|l= 1
coso cosP  cosy 1 3 0
_|senB seny| |seno sen sena  senf| _ Al =|_4 _4 1
“|cosp cosy| |coso cosy| |coso cosP| 3
=(senfcosy—cosfseny)— 0 % 0
—(sena.cosy—cosa.seny)+
+(seno.cosp—cosasenp) = 1 X x? X3
2 2
=sen(B—vy)-sen(o.—7)+sen(o.—P) = 8. [3 2x+1 x"+2x 3x7
3 x+2 2x+1 3x
=sen(B-vy)+sen(y—a)+sen(a—B) 1 1 1 1
1 d+e de Hh 1 d+e de c 1 x-1 x2-x x3—x2
4. |1 e+c ec|—*—1—|0 c-d e(c-d)= G 3 2x—2 x2_-1 2x2_2x
1 c+d cd 0 c-e d(c-e) —>sz01 3 x—1 X1 X —1
d ec-d) ] 1 0 0 0
c—d e(c- e
_ _A=(c-d)c-e) ‘:
c-e d(c-e) 14 Xx=1 x(x=1)  x¥x-1)
—(c—d)(c-e)(d—e) :—(x—1)2(x1—1) (x+1)1(x—1) 2x()1(—1):
1 1 1 1 FoF, 11 1 1 )
1+a 1 1 1 F-/ Jj@a 0 0 Of_ 1 X X
5 1 146 1 1 hr 0 b 0 0 ——(x=122 x+1 2x—>
1 1 1+c 1 0 0 c O 1 1 1
a 0 o0 _ 2
=-1./10 b O|=-abc C3-Cy — (X 1)3; ;_1 XX_1X:
0 0 ¢ Co-Gy 1 0 0
1 x
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Soluciones propuesta B

a) [Sen¢ _Cosa‘=239nacosa=sen2a 1 12 1
seno  coso 6 |A|= 3 -1 2 m| _
’ m+2 -2 0 -1
by [X*t2 X~8l_ 242 2ax = 2a(x - a) ! T
xX—-a x-a
Ci+C3 | 3 3 2 3
a a a 02;03 5 12 m+2_
c)la b b|=a’h-a’c-ab?+abc Ciicsim+2 -2 0 1
a b c 0 0 - 0
a b c -a -b -c 1 1 1 |c-c, 0 1 0
d e fl=—-d -e -f|l= =3| 5 1 m+2 = 3| 4 1 m+1=
g h kK |-g -h —k m+2 -2 -1(%% m+4 2 1
-d -e -f 4  m+1
=|-a -b -c[=100 =-3‘m+4 4 |=3m(m+5)
-g -h -k
Si me {0,-5} = |A|#0=rg(A) =4
1 1 1
e" e"+e" e"+e = 17 1 2 1
e™ e"+e™ e"+2e" A |13 -1 2 0
Sim=0, A= > 2 0 -1
rr| 1 1 1 17 1 -1 1
_ -7 T T T - _
A DY
e =2#0, -1 2 0=320=rg(A)=3
20
| 1 1 17 -1 1
—-e =
e e"+e"
1 1 2 1
PR Y ) _ . 3 1 2 -5
—e (e +e"-e )_ Sim=-5, A= 3 2 0 -1
. . T 1 -1 1
=ee"=¢e" =1
-1 2 -5
a) 0o -1__ B Sl _
i1 K P - P ‘_1 1‘_ 120, 12 _01 11_ 7#20=rg(A)=3
6k+2 2k+1 2k |[=Bk+1)2 2k+1 2k
3k +1 k k+1 1 k k+1
k-1 1 -1
7. a)|Al=| 0 k-2 1|=(k-1)(3k-4)
Fo—2F 1 k k 0 2
—Bh 3k+1)0 1 0[=3k+1
0 0 1 k=1 4
|A|=0= 4 .Existe A" si kg1 —
1 k=— 3
|[Al=0=k=-— 3
3
1 0 1 !
b) Existe (A(k))”" Sikz—. -3
b) k=2= AT"=|1 2 1
100 L, (1 00 0 1 02
A0)=|2 1 0|=(A0)"'=|2 1 0
1o -1 o x 1 8 1 11 8 1
1 2 3 4
x x+1 x+2| |x 1 2 8. ; )1( )1( ? = (X+1O)1 )1( )1( ?
X X+3 X+4:X 3 4: 1 8 1 X 1 8 1 X
X Xx+5 x+6| |[x 5 6
=(x+10)(x-8)*(x+6)=0
x 1 2 2 9
=0 2 2l=x ‘:o Soluciones: x =-10, x = -6, x = 8 (doble)
0 4 4 144
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B Sistemas de ecuaciones lineales

Propuesta A

1. Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema de ecuaciones lineales.

3x-2y+z=-4
xX+ty—-z=-2
2x+3y =4

2. En una tienda de animales hay serpientes, lagartos y cacatuas. Entre todos los animales hay el doble de patas
que de cabezas, y el numero de alas es cuatro veces el numero de lagartos. En un descuido se escapan los
lagartos, y cada uno se come una cacatua; no obstante, aunque todos los lagartos comen, sobreviven tres
cacatuas. ¢Cuantos animales hay de cada especie? Plantéalo como un sistema matricial y resuélvelo, si es
posible, por el método de la matriz inversa.

3. Comprueba si los siguientes sistemas de ecuaciones lineales son de Cramer y, en caso afirmativo, resuélvelos
por este método.

X-y+2z=4 2x+y-z=6
a) <2x-2y-z=0 b) {x-y-z=1
—X+y+3z=1 -X+2y-3z=-4

4. Discute en funcion del parametro k la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones lineales.

kx+y+z=4k
x+(k+1)y+kz=k+4
X—-y+z=k+1

5. El siguiente sistema de ecuaciones en cierto sentido no es lineal, pero aun asi se puede resolver utilizando los
métodos habituales, por ejemplo el de Gauss. ¢ Para qué valores de t tiene solucién?

sena +cosP+tgy =4t
sena—cosP-tgy=0
2seno.—cosP+tgy=0

6. Discute y resuelve, en funcion de los parametros a y b, el siguiente sistema de ecuaciones lineales.

2x+y+2z=b
xX+y+z=0
4x -5y +az=0

7. Un hotel tiene habitaciones triples (3 camas), dobles (2 camas) y sencillas (1 cama). En total hay 11 habitaciones
y 30 camas.

¢ Cuantas habitaciones hay de cada tipo?

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Propuesta B

Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema de ecuaciones lineales.

xX-2y-z=-5
2x+y+3z=10
-3x+y-z=-1

El sistema de ecuaciones representado por la siguiente ecuacion matricial tiene un nimero infinito de soluciones.
Halla el valor de k.

e

Comprueba si los siguientes sistemas de ecuaciones lineales son de Cramer y, en caso afirmativo, resuélvelos
por este método.

X+y+z=4 3x-y+2z=3 XI§y+3z_:41

a) {x-2y—z=-1 b) {2x+y+2z=3 c) x+3y;z:2
3x+2y-4z=4 4x-3y+2x=3 Xwoyrz=

X+2y+4z=0

Halla el valor de a para que el siguiente sistema de ecuaciones no tenga una solucién uUnica.

dx -y +2z=1

2x+3y =-6

x—2y+az=1
2

Halla todos los valores de k para los cuales el siguiente sistema de ecuaciones tiene soluciones diferentes de la
trivial, es decir, (0, 0, 0); y calcula en funcién de k el conjunto de soluciones.

X—y+kz=0
kx+2y—-4z=0
x-y+z=0

Discute y resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales.
ax+y+z=1
X+ay+z=1
X+y+az=a’

En un cine los titulares de carnet joven pagan 5,50 € por la entrada, los mayores de 65 afios pagan 6,00 €, y el
resto de espectadores, 7,50 €.

En una sesién se venden 500 entradas y se recaudan 3600 €.

Sabiendo que a esa sesidn acudieron la mitad de jovenes que de personas mayores de 65 afios, ¢cuantos
espectadores de cada tipo habia?

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Soluciones propuesta A

1. 5. Se realiza el cambio de variable x =sena,
3x—2y+z=—4 X+y-z=-2 y =cosf, z=1tgy, y el sistema queda:
X+ty—-z=-2 —heh 3x-2y+z=-4—> X+y+z=4t
2x+3y =4 2x+3y =4 x-y-z=0 ,

X+y—z=-2 X+y—z=-2 2x-y+z=0
% —Sy+4z=2 —Fth 1147=42 -
3—2F x =2t
y+2z=8 y+2z=8
cuya solucioén es <y =3t
X=-2-y+z=-1 St
—>Jy=8-2z=2 B
z=3 Para que el sistema tenga solucion al deshacer el

cambio, debe ser:
2. Six=n.°de serpientes, y = n.° de lagartos y z=n.°
de cacatuas, el sistema es: {—1 <sena <1 {—1 <2t<1

= D—lStSl
-1<cosa <1 -1<3t <1 3 3

dy +27z=2(x+y+2) x-y=0

2z=4y —42y-z=0—> 6.
-y+z=3 -y+z=3 > 1 2
1 -1 0)(x) (0 A:{l & ;]
0 2 -1||y|=|0|.Como |A|=1#0:
0 -1 1)\z 3 5 1 2 p

» A=1 1 10
X 1. -1 0 0 11 1)/0 3 4 -5 a 0
y|={0 2 -1| |0|=]0 1 1(0|=|3

1 1 1|=a-4=0=>a=4

Luego hay 3 serpientes, 3 lagartos y 6 cacatuas (al

4 -5 a
comienzo del problema; al final, solo quedan 3).

1 1 2 Siaz4=|A#0=rg(A)=rg(A")=3=S8.C.D.=
3. a) _21 —12 —31 =0. No es de Cramer. S (xy Z)z(b(a+5) b —9bj
T a-4 ' "a-4
b) La matriz es cuadrada y regular: |A|=13#0 Siaz4-
6 1 -1 o 1 2 1 b
1T -1 -1 ‘1 1‘;atO:rg(A)=2, 1 1 0/=-9
X:i:—4 2 —3:3 y:i:1z:i:1 4 -5 0
13 13 ’ 13 7 13 .
{Sib;ﬁOsrg(A )=3=S.1.
Kk 1 1 1 i -
4. A:[1 Kk +1 k] |A|:2k2+k—3202>k: -3 Slb=02r9(A):2ésC|, (X,Y,Z):(—X,O,?u)
L 2 7. Six =n.°de habitaciones triples, y = n.° de
3 habitaciones dobles y z = n.° de habitaciones
Sik#1y k;t—E, rg(A)=rg(A*)=3=S. C. D. sencillas, el sistema es:
X+y+z=11 ist tibl
Si k=1 , S. C. |_’ porque: 3x+2y+z:30 , que es un sistema compatible

11 1 1 4 indeterminado.

‘1 2‘¢0:>rg(A)=2; 1 _2 g =0=rg(4)=2 Sus soluciones son (x,y,z)=(A+8, —2A+3, 1).
., =3 1 1 _ Dado que el hotel tiene habitaciones de los tres

Si k—7,S.I.,porque -1 1‘¢0:>rg(A)_2 y tipos, x>0, y >0 y z>0. De la segunda

inecuaciéon, -2L+3 >0, se deduce que A =1.

11 6 Luego la solucion es (x,y,z)=(9,11): hay 9
_71 _?3 g 20> rg(A*) =3 habitaciones triples, 1 doble y 1 sencilla.
-1 1 __1
2
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2|

Soluciones propuesta B

X=2y-z=-5 g 5 x-2y-z=-5
2x+y+3z=10—02A 15y 157=20 -
-3x+y-z=-1 -5y —-4z=-16

x-2y-z=-5 x=-5+2y+z=-1
Rtk Jl5y+52=20 —ly=4-z=0
z=4 z=4
5 _1 2 -1 -9
1 _2‘7&0; 1 2 3|=0=rg(A)=2
2 1 -3

Para que sea S. C. |. debe ser rg(A*) =2 =

2 17
=1 2 1=0=>5k-25=0=>k=5
2 1 k

3. a) Es de Cramer: la matriz de coeficientes es

cuadrada y regular, |A|=19=0.

4 1 1
R,
4 2 -4 38
X=t——1=—"1=2
19 19
1 4 1
1 -1 -
_[3 4 4 19,
y= 19 19
1 1 4
1 -2 -1
3 2 4| 19
A |
19 19

b) No es de Cramer: la matriz de coeficientes no es
regular, |A|=0.

c) No es de Cramer: la matriz de coeficientes no es
cuadrada (es 4 x 3).

Para que sea S. C. |. debe cumplirse que

rg(A) =rg(A*) <n.° de incoégnitas = 3 , es decir,

|A|=0yrg(A")=2.

4 -1 2
2 3 0|=14a-14=0=a=1
1 -2 a
4 -1 1 .
2 3 -6/=0=rg(A)=2.Luego a=1
1 -2 7
2

Actividades complementarias

1 -1 k 1
k 2 —4=—k2—k+2=0:>k={
1 -1 1 -2

Si k#1yk=-2=|A#0=rg(A)=rg(A")=3=
= S. C. D. Al ser homogéneo, (x,y,z)=(0,0,0).

Si k =1, coinciden la primera y tercera ecuaciones,
luegoes S.C. |.:

{x—y:—z = (x,y,z):(z—x,@,xj
X+2y =4z 3 3

Si k=-2, la segunda ecuacién es —2 veces la
primera, luego es S. C. I.

(1122 un-ur0)

a 1 1 1
1 a 1=a3—3a+2=0:>a={
11 a 2

Siazlya#2=|A=0=>
=rg(A)=rg(A*)=n.° de incognitas =3 = S. C. D.

-a -a a*+2a+2
(x,y,2)= , :
a+2 a+2 a+2

Si a=1, las tres ecuaciones coinciden:
X+y+z=1
X+y+z=1=(xy,z)=(1-A-w, A, n)
X+y+z=1

Sia=2, ﬁ ;‘:&ODrg(A):Z

2 1 1 )
1 2 1=1020=rg(A)=3=S.1.
11 4

. Si x=n.° de jovenes, y = n.° de mayores de 65

afios y z = n.° de espectadores que no son de los
anteriores, el sistema es:

x+y+z=500
5,5x+6y+7,52=3600%
y =2x

—12 510x=300 - x=30

3x+z=500 15F,-F,
35x+15z =7200

La solucién es (x, y, z)=(30, 60, 410), es decir,
habia 30 jovenes, 60 mayores de 65 afios y 410
espectadores distintos de los anteriores.

e



n Vectores en el espacio

Propuesta A ¢ .

1. En el cubo de la figura, M es el punto medio de BF. Expresa los vectores
AF, GE, FO y DM como combinacion lineal de los vectores ! |m

G=0G,d=0D yé=0E.

2. Calcula el valor de k para que el vector a=(7,-6,2) sea combinacién lineal de los vectores 5:(1,0,5) y
c=(2,-2k).

3. Dados los vectores =i +2j—2k y v =6/ —2j +3k , calcula:

<i

a) Los modulos de U y de
b) El producto vectorial de 4 y v.

c) El seno del angulo que forman u y v.

d) La medida del angulo que forman u y V.

e) La proyeccion de v sobre u.

4. Determina el valor del parametro A para que los vectores u = A — 2]’ +3k y v= —i + ?J' +k sean:

a) Ortogonales. b) Paralelos.

5. Halla un vector unitario que sea ortogonal a los vectores u =(4,6,-1) y v =(2,3,-2).

6. Demuestra vectorialmente que las diagonales de un rombo son perpendiculares.

7. Sean U=U,+2U,—Uy; V=2U,+U,+Uy W=5U—5U,-5U,. Estudia las soluciones de las ecuaciones

vectoriales:
a) Uxx=v c) Vx=u
b) UixX=w d) Vvxu=xw

8. Siu=(30,-1), v=(-523), w=(2-11), comprueba que ux(Vxw)=(u-w)v—(u-vV)w.

9. Se consideran los vectores de coordenadas U =(-111) y V = (4,2, x).
a) Calcula el valor de x que hace que los vectores U y v sean perpendiculares.

b) Para el valor de x calculado en el apartado anterior, expresa el vector (ixVv)xu como producto de un nimero
real por el vector Vv .

10. Determina todos los posibles valores del parametro k que hacen que el triangulo de vértices A(3,4,-1), B(1,0,3) y
C(k,5,-2) sea rectangulo.

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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10.

Propuesta B

Un minero hace un recorrido por una mina bajo una llanura: baja 10 m en ascensor, camina 20 m hacia el norte
por una galeria, 15 m hacia el oeste, 5 m hacia el sur, sube 5 m en ascensor y camina 10 m hacia el noreste. En
ese momento se produce un derrumbe, y el minero queda atrapado. Logra comunicar su posicién a sus
compainieros en la superficie y, tras analizar la situacién, estos deciden cavar un pozo vertical para rescatarlo.

a) ¢En qué posicion de la superficie (relativa a la bocamina) deben perforar?
b) ¢ A qué profundidad se encuentra el minero atrapado?

c) ¢ Cudl es la distancia en linea recta entre el minero y la bocamina?
El vector a = (-3,-1,2) es combinacién lineal de los vectores b= (1,5,—4) y ¢ =(k,—2,3). ;,Cual es el valor de k?

Dados los vectores ii=-2i +] y vV =—i +j +3k , calcula:
a) Los modulos de u y de v. d) La proyeccion de u sobre v.
b) El producto escalar de u y V. e) La proyeccion de v sobre .

c) La medida del angulo que forman u y v.

Sean U=-U;+2U,+Uy; V=20,—U,+3Uy; W=2U,+2U,+8U,. Estudia las soluciones de las ecuaciones
vectoriales:

a) ux=v b) u-x=w c) (U+V)x=w d) v-x=1

Se llaman cosenos directores de un vector u a los cosenos de los angulos que determina el vector u con cada
uno de los vectores de la base. Halla los cosenos directores del vector u =(2, 2,1).

Demuestra la igualdad vectorial |i + \7|2 +|d —\7|2 = 2|L7|2 +2|\7|2 .

Simplifica la expresion (i +Vv+w)x(u-v-w), sabiendo que el vector w es combinacion lineal de los vectores

ugyv.

Sean los vectores i =(1,0,1),v=(0,11) y w=(11 0). Demuestra que los sistemas de vectores siguientes son
linealmente independientes:

a) {uxv, v, w} b) {uxv, vxw, w}

Se considera el vector de coordenadas u =(-1,1,1).
a) Halla, con la ayuda de los parametros necesarios, la expresion de todos los vectores ortogonales a u .

b) Escribe el vector a = (-3, 0, 3) como suma de dos vectores, uno de ellos paralelo a u y el otro ortogonal a u .

Se consideran los vectores a =2/ + x] +3k, b=i +x]’ yC= i +2]' +xkK .

a) Calcula los posibles valores de x que hacen que el volumen del paralelepipedo determinado por los tres
vectores sea igual a 10.

b) Estudia si existe algun valor de x que haga que los tres vectores sean coplanarios.

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Soluciones propuesta A

AF=AB+BF =0G-OD=g-d 7. a) uxX esortogonala ti,ycomo u-Vv=3#0,no
s o puede existir ninglin vector x que verifique la
GE=GO+0OE=-0G+0OE=-g+e igualdad.
FO=FE+EO=-OG-OE =-g -6 b) Como u-w =0, puede haber vectores
e X =(x, y, z) que verifiquen la igualdad
DM =DO+0G +GF + FM = Uix X =w . Se resuelve la ecuacion vectorial:
- - - 1= 1- - -
:—d+g+e+§d =—5d+g+e UxX=(2z+y,~x-2zy-2x)=(5-5,-5)
7=0+2B o =1 El sistema que se obtiene es compatible
- ~ indeterminado con solucion:
a=ab+pfc=>6=-2 ={B=3
2=50+kB k = -1 (x,y,2)=(5-A,5-2\, L), AeR

c) No tiene solucién, porque v x es un vector con

= S 2 2 _9\2 _ - .
. a) [u]=+yi-i =y +22+(-27 =3 la direccion de v,y U no tiene la misma
- — direccion que v .
V| =+JV-v =62 +(-2 +(3? =7

. . d) Vxid = (-3,3,3)= —>(5,-5,-5) = x = —> .
ik 5 5
b) ixvV=[1 2 -2=(2,-15-14) L L
6 2 3 8. (vxw)=(5111), ux(vxw)=(11-8,33)
o i-w)V =5V =(-25,10,15
luxv| 4+225+196 /425 w-w) ( )
C) seno === = = o -
|u||v| 37 21 (G-v)Ww=-18w =(-36, 18, —18)
o (G-w)V — (G-v)w = (11, -8, 33)
d) azarcsen[ 425J:?Q0 1' 9,93"
21 9. a) i v=0=-4+2+x=0=x=2
i |4 ik
e) V= R b) tixvV=|-1 1 1/=(0,6,-6)
4 2 2

.a)U-v=0=-A-2A+3=0=>L=1

i j K
—_ 2 = 0 v U= — = = v
b) A:—Z:Q: A=2 . Incompatible, A\ (uxv)xu =10 (13 16 (12,6,6)=3v
-1 A 1 3r=-2 -
o Uxv (-9, 6,0) —4 1 (-3,2,0) 10.a) Si es rectangulo en A, entonces AB-AC=0

Claxv] T J81+36 13 . _
AB=(-2,-4,4); AC=(k-3,1-1)=

= -2(k-3)-4-4=0=>k=-1

b) Si es rectangulo en B, entonces BA-BC=0
BA=(2, 4,-4); BC = (k—1,5-5)=
=2(k-1)+20+20=0=k =-19

c) Si es rectangulo en C, entonces CA-CB=0

Las diagonales estan representadas por los CA=@-k-11); CB=(1-k-525)=
vectores u+v y u-v . Se halla su producto — (3—k)1—K)+5+5=0= k? —4k+13=0,

escalar, teniendo en cuenta que || =|v|:
que no tiene solucién real.

(G+v)-(G-v)=|uf ~d-v+v-i-|vf =0, por
tanto, son ortogonales.
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Soluciones propuesta B

. Se denota el norte por 7, el este por ] y arriba por

k. Entonces el vector de posicion del minero es:
p =10k +20i —15] —5i +5k +5v2i +5+2] =
=(15+5V2)i +(-15+5v2) -5k .

a) Aprox. 22,07 m al norte y 7,93 m al oeste.
b) A 5 m de profundidad.

c) |p| =+Jp-p =523 = 23,98 m.

(x:l
-3=0a+kB 7
d=ab+BC={-1=50-2p = ﬁ:?
2=—40.+3B 11
Kk=——
3

_a)|d|=+i i =22+ P +0? =5
7] =77 = (AP + (0 + 3 =11

b) u-v=2+1+0=3

<
<i
w

RRG

C) coso =

é‘

<y

=S o= arccos( =66°8'20"

N——

3
V55

. a) No tiene solucidn, porque U x es un vector con
la direccion de 4,y v no tiene la misma
direccion que u .

b) U-X=w no tiene sentido, porque U -X es un
numero real y no puede ser igual a un vector.

o) (i +V)x=w = [(-121)+(2-13)]x=(228) =
3(1,1,4)X=(2,2,8):>X=2
d) V- x=1= (2-13)-(x,y,2) =1=> 2x—y +3z =1

Esta ecuacion tiene infinitas soluciones que
pueden expresarse de la siguiente forma:

X=(\ —1+24+3u, ), A meR

Actividades complementarias E

5. Los vectores de la base son:
i=(100),j=(0,10), k=(0,0,1

oS0 i _ 2+0+0 _2
|‘7||7| V22422 4 2R 407402 3
ij 2 -k 1
Cosp=—===, COSY=—77=—
lli] 3 lfk] 2

Siw=A+(U-1V=V+w=AU+uv, yresulta
2(dx(V+w))==2(tdx(Ai+uv)) = -2u(dxv)
i j ok
8. Gxv=|1 0 1|=(=1=11), vxw=(-11-1)
0o 1 1
-1 -1 1
a) det(uxv,v,w)=|0 1 1=-120
1 1 0
111
b) det(uxv,vxw,w)=|-1 1 -1=-2%0
1 1 0

9. a)u-x=0=(-1,11(x,y,2)=0=-x+y+z=0
El conjunto es: {X =(A+uA,u), ApeR}.
b) & =ki+X = (=3,0,3) = (=k, k, k)+ A+, A, 1)

-3=—-k+A+u k=2
O=Kk+A =<A=-2
3=k+p =1
5 =(_2! 21 2)+(_1!_25 1)

10.a) El volumen del paralelepipedo es:

~ 2 x 3
V:‘[é,b,é]:1 X 0=x2-3x+6=10=
1 2 X

=>x=-1x,=4

b) Si fueran coplanarios, det(a,b,¢)=0, que no
tiene soluciones reales. Luego no existe ningun
valor de x que cumpla esta condicion.



E Planos y rectas en el espacio

Propuesta A

1. En cada uno de los siguientes casos calcula las coordenadas del vector libre, sabiendo que uno de sus
representantes fijos tiene como origen el punto A y por extremo el punto B.

a)A(2,3,-1)yB@4,5, 2) b) A(-1,2,0)y B4, -3, -2)
2. Calcula las coordenadas del punto medio del segmento que tiene por extremos A(2, 3, -2) y B(-4, 3, -2).

3. Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuacion en forma continua de la recta r que cumple:
a) Pasa por el punto A(-1, 3, -2) y tiene como direccién la del vector u = (-3,-2, 4).
b) Pasa por los puntos A(-1, 2, 4) y B(-3, 4, -7).

c) Pasa por el punto A(-3, 4, 0) y su direccién es perpendicular a la de los vectores u =(-1,2,-3) y v =(0,-2, 5).

4. Dado el segmento de extremos A(1, 2, -3) y B(-4, 12, 2), calcula las coordenadas de un punto interior a dicho

segmento de manera que la distancia que lo separa de A sea % de la longitud del segmento AB.

X+y+z-4=0
X+2y-z+1=0

5. Se considera la recta de ecuacion implicita r :{ . Determina:

a) Un punto y el vector director. b) La ecuacién en forma paramétrica.  c¢) La ecuacion en forma continua.
6. Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuacion general del plano que cumple las siguientes condiciones:

a) Pasa por el punto A(4, 0, —1) y tiene como vectores directores u =(0,-2, 3) y v =(5,-1,2).

b) Pasa por los puntos A(3, -2, 1), B(0, 0, -2) y C(1, 1, 1).

c) Pasa por el punto A(-3, 4, 0) y contiene a larecta r: % =Z—= .

7. Decide en cada uno de los siguientes casos si los puntos A, By C estan alineados o forman un triangulo:
a)A(1,3,-1),B(-1,4,-3)y C(3, 2, 1) b) A(1, 2, -2), B(2, 0, 1) y C(0, 4, -4)

8. Calcula la ecuacion del plano simétrico de n: x-11y +2z+3 =0 respecto de P(-2, 1, 0).

9. Calcula m para que A(-1, m-1,0), B(0, m+ 2, 1)y C(1, 5, 2) pertenezcan a una recta. ¢ Cual es su ecuacion?

10. Tres aristas concurrentes en el vértice A(2, 0, 0) de un paralelepipedo son AB, AC y AD. Sabiendo que B(5, 0, 1),
C(3, 1, -3) y D(1, 10, 3), determina:

a) Los otros cuatro vértices. b) El volumen del paralelepipedo. c) Comprueba que es un ortoedro.

11. Estudia la posicion relativa de los planos:
nax—-y+z=0
m,:x+ay =0
my:2x+az=0

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Propuesta B

1. a) Del vector PQ = (5, 3,—1) se sabe que P(-1, 2, 3). Calcula las coordenadas del extremo Q.

b) Del vector RS = (-1, 3,—2) se sabe que S(-2, 8, -1). Calcula las coordenadas del origen R.

2. El punto M(-6, 5, 1) es el punto medio del segmento AB. Halla el punto A si el punto B es (10, -7, 0).

3. Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuaciéon en forma continua de la recta r que cumple:
a) Pasa por el punto A(6, -1, —2) y tiene como direccién la del vector u =(3, 1, 0).

b) Pasa por los puntos A(5, 2, -1) y B(5, 4, —-1).

c) Pasa por el punto A(-3, 4, 0) y es paralela alarecta s: X2 ===

4. Dado el segmento de extremos A(-3, 4, 4) y B(1, 12, 0), calcula las coordenadas de tres puntos P, Qy R que
dividan al segmento en cuatro partes iguales.

5. Se define la recta r como interseccion de los planos n:2x-3y+z=3 y 6: x—-z=6.Determinade r:

a) Un punto y el vector director. b) La ecuacion en forma paramétrica.  ¢) La ecuacion en forma continua.

6. Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuacion general del plano que cumple las siguientes condiciones:
a) Pasa por el punto A(1, 2, -2) y tiene como vectores directores u =(-1,-2,0) y v=(-112).
b) Pasa por los puntos A(-1, 2, -1), B(-1, 0, 3) y C(-1, 2, 3).

c) Pasa por el punto A(-3, 4, 0) y uno de sus vectores normales es n = (1,-2,-3) .

7. Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto P(-1, 1, 2) y contiene a la recta r: X—_21 = y_—12 =Zz.
8. a) Calcula las coordenadas del punto simétrico de A(2, 1, 3) respecto de P(-2, 1, 0).
x =142t
b) Halla la ecuacion en forma paramétrica de la recta simétricade r:qy =0 respecto de P(-2, 1, 0).
z=-2-t

9. Un cubo tiene un vértice en el punto A(1, 1, 1) y el centro en el punto C(2, 2, 2).

¢,Cual es su volumen?

10. Estudia la posicién relativa de los planos:
m3Xx-y+2z=1
T, X+4y+z=>b
Ty :2x—-5y+az=-2

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Soluciones propuesta A

1. a) AB=b-3=(4,52)-(2 3,-1)=(2 2, 3)
b) AB=b-3a=(4,-3,-2)— (-1, 2, 0)=(5,-5,-2)

1 1 1
2. M(§(2—4), 53+3) 5(—2—2)j=M(—1, 3,-2)

x=-1-3t 1 3 5
3. a)ly=3-2t =X* :y'2 =ZZ
z=-2+4t B

b) Un vector director es u = AB = (-2, 2,-11).

x=-1-2t 1 9 4
y=2+2t =X =y; =Z;1
z=4-11t -

c¢) Un vector director es uxv =(4, 5, 2) .

X =-3+4t 3 4
y=4+5t = X2 Y0

z=2t

4. p=d+2AB-a+2(b-8)=25+25=
5 5 5 5

b =%(1, 2,—3)+§(4, 12,2)= P (-1, 6,—1)

5. a) A0,13),d=(12-1)x(111)=(3,-2,-1)

x =3\
b) {y=1-2A
z=3-\

X
c _:_:
)3

0 5 x-4
-2 1

y |=0=
3 2 z+1

y=-2A—p =

x=4+5n
z=-1+3A+2u

= x+15y+10z+14 =0

b) n:(B; BA, BC), donde BA=(3,-2,3) y

BC=(11,3)

x=3\A 4+ 3 1 X
y=-27A+u =2 1 y |=0=
z=-2+31+3u |3 3 z+2

= -9x-6y+5z+10=0

c) U=(20,-1), B(0, 1,-3)er, AB=(3,-3,-3)

x=-3+2A+3u
n(A; H,Ké): y=4-3u
z=-A-3u

nX—-y+2z+7=0

10.

1.

a) AB=(-21-2), AC=(2-12)

Como tienen igual direccion, los tres puntos
estan alineados.

b) AB =(1,-2,3), AC = (-1, 2,-2)

Como tienen distinta direccion, los tres puntos
no estan alineados y forman un triangulo.

El plano simétrico sera paralelo al plano dado y
pasara por un punto simétrico de un punto
cualquiera del plano dado, por ejemplo:
A(1,0,-2)ern

(”1,”0,2"2):(—2,1,0):>A'(-5,2,2)
22 2

n':x-11y+2z2+D=0=-5-22+4+D=0=
=>D=23=n":x-11y+2z+23=0

AB=(13,1), AC=(2 6-m, 2). Para que los
tres puntos estén alineados:

=>m=0

1\)|_x

1
2 6—m

a)AB ~CE = (3,0,1)=(x-3,y -1, z+3)=

= E(8, 1,-2)
Anéalogamente se obtienen:
G(4, 10, 4) c E
F(5,11,1) T B
H(2, 11, 0) :
'y
e [ F
D G
I3 0 1
b) V=|[AB,AC,AD]|= 1 1 -3 =110
-1 10 3

c) AB-AC=0, AC-AD=0, AB-AD=0

a -1 1
1 a 0
2 0 a

=a’-a=a(a*-1)

Sia=0, n,=m; y m, los corta.

Si a = £1, tienen una recta en comun y no son
paralelos ni coincidentes entre si.

Si a#0, a# 1, tienen un punto en comun que es
el origen de coordenadas.
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Soluciones propuesta B

a) g=p+PQ=(-12 3)+(53,-1)=
=(4,52)=Q(4,5,2)

b) r=5s-RS=(-28 -1)-(-13-2)=
=(-1,51)= R(-15,1)

X, +10
X, =—6=2A"_*
M 2
yu=5=22"1 = A22,17,2)
z,+0 7
z, =1==4
M 2
X=6+3t 5 1 5
a) y:—1+t:>x_ _yrl_z+
L 3 1 0

b) Un vector director es u = AB = (0,2,0).

x=5 8.

x-5 y-2 z+1

=2+2t
y = 2 0

z=-1

c¢) Un vector director es u =(2,-3, 1).

X =-3+2t 3 4
y=4-3t X2 Y72 2
-3 1

z=t
- - 1,- - 3. -
p=a+—AB=a+—(b-a)=—a+—b=>

4 4
9.

- 3 1
p=—(-3,4,4)+—(1,12,0)=(-2, 6, 3)

4 4
~o1. 1=

=—a+—b=(-18,2
q=5a+5 ( )
F=15+§5:(0,10,1)

4 4
Por tanto: P(-2, 6, 3), Q(-1, 8, 2), R(0, 10, 1)
a) A(0,-3,-6), u=(2,-3,1)x(1,0,-1) ~(3,3,3)

X=A
b) iy =-3+A

z=-6+A
o X_y+3_z+6

1 1 1

X=1=h-p 14 1 x-1
a)Jy=2-2A+u=10-2 1 y-2=0=>

Z=—2+2].l 0 2 zZ+2

=4x-2y+3z+6=0
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10.

b) n:(A; 4, V), donde u=AB=(0,-24) y
v=AC=(0,0,4)

x=-1 0 0 x+1
y=2-2A =12 0 y-2=0=x+1=0
z=—1+dr+4p |4 4 z+1

c) El plano pedido es de la forma:
x—-2y-3z+D =0,y como debe pasar por A,

-11+D=0=>D=11=x-2y-3z+11=0

La recta r pasa por A(1, 2, 0) y tiene como vector
director u =(2, 1, —1). El plano pedido es el

determinado por : (A; u, AP) .

2 -2 x-1
1 -1 y-2[=0=x-2y+3=0
-1 2 z

" [x+2, y+1‘z+3):(_2,1, 0) = A'(-6, 1,-3)
2 272

b) La recta sera paralela a ry pasara por el punto
simétrico de B(1, 0, —2).

x+1 XZ—Z o "
( > 22 j_( 2,1,0):>B( 5, 2, 2)

x=-5+2t
y=2
z=2-t

r.

Se traslada el cubo segun el vector (-1, -1, - 1),
de modo que su vértice es ahora A’(0, 0, 0) y su
centro es C'(1, 1, 1), mientras que su volumen no
ha variado.

Hay infinitos cubos con vértice A’ y centro C’, pero
todos tienen el mismo volumen. Se toma, por
tanto, el cubo con las caras paralelas a los planos
coordenados. Tres aristas del cubo quedan sobre
los ejes coordenados.

La proyeccion del centro C'(1, 1, 1) sobre cada
uno de los ejes da los puntos (1, 0, 0), (0, 1, 0) y
(0, 0, 1), que son los puntos medios de las aristas
del cubo. Por tanto, los puntos (2, 0, 0), (0, 2,0) y
(0, 0, 2) son vértices del cubo, luego la arista del
cubo mide 2 unidades.

El volumen del cubo es V = 2° = 8 u®.

3 -1 2 3 -1 1
1 4 1|=13@-1)[1 4 b|=13(b-3)
2 5 a 2 5 -2

Si a#1, los tres planos se cortan en un punto.

Sia=1yb=3, los planos se cortan dos a dos
determinando tres rectas paralelas.

Sia=1yb =3, tienen una recta en comun.



B Propiedades metricas

Propuesta A

X+y+z-4=0
X+2y-z+1=0

1. Dadaslasrectasr:%:y—_1:ZJr3 s:{

, determina:
0 -1

a) Un punto y el vector director de cada una.
b) El angulo que forman.
c) El punto de corte de cada una de las rectas con el plano XY.

d) La distancia entre las dos rectas.

2. Seanelplano n:x-y+z+4=0 ylarecta r:(2-t, 3t, -1+ 2t) . Determina:

a) Su posicion relativa.
b) El angulo que forma la recta con el plano.

)
)
c) La ecuacion de larecta r' que se obtiene al proyectar ortogonalmente la recta sobre el plano.
d) El angulo que forma la recta r con su proyeccién r'.

)

e) La ecuacion de otra recta s que corta perpendicularmente a r y esta contenida en el plano .

3. Los puntos A(0, 0, 3), B(2, -3, 0), C(-5, 2, 1) y D(0, 7, —2) son los vértices de un tetraedro, calcula:
a) La longitud de las aristas AB 'y CD.
b) El area de la cara BCD.
c) La altura del tetraedro sobre la cara BCD.
d) La medida del diedro que determinan las caras ABC y ABD.

e) El volumen del tetraedro.

_2y =
4. Se considera la recta r:{x y

el punto P(4, 4, 6). Halla:
3y+z=-2 yerpd ( )

a) El punto de la recta mas cercano a P.
b) La distancia del punto P a la recta r.

c) La ecuacion de la recta que corta perpendicularmente a ry pasa por el punto P.

5. Los puntos A(0, 3, -1) y B(-1, 0, 5) son vértices de un tridngulo de area S =+/235 . El tercer vértice C pertenece

z+2 . Determina:

a la recta de ecuacion r :XT_1 =y+3=

a) Las coordenadas del vértice C.
b) Las coordenadas de otro punto P e r de manera que el triangulo APB sea rectangulo en A.

c) El area del triangulo APB.

6. Dados el punto P(-3, 1, 0) y la recta r: (1+ 3f, -1+ £, —=2), determina:
a) La ecuacion del plano que los contiene.
b) La distancia del punto a la recta.

c¢) Las coordenadas del punto simétrico de P respecto de la recta r.

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Propuesta B

El plano &:2x+2y +z—-4 =0 forma con los planos de coordenadas XY, XZ, YZ un tetraedro de vértices O, A, B,

C. Determina:

a) Las coordenadas de A, By C.

b) El area de la cara ABC del tetraedro.
c) El angulo que forman las caras ABC y OAB.
d) La distancia del vértice O al plano =.

)

e) La ecuaciéon paramétrica de la recta donde & corta al plano XZ.

Se considera el plano n: x—-y—-z+1=0, larecta r: % = yTH = Z+12 y el punto P(4, -6, 5).
Determina las distancias del punto al plano y a la recta.
- -4=0
Se consideran las rectas de ecuaciones r: X=y+z ys: x+2 =y-5=z+1.
2x+y-z+1=0 0

a) Confirma que son rectas paralelas.
b) Halla la ecuacion del plano que las contiene.

c¢) Halla la distancia entre las dos rectas.

El volumen del tetraedro de vértices A(-2, 5, 1), B(1, 1, =1), C(0, 4, 0) y D(k, -3, 2) es 10 u’.
a) Determina el valor de k.

b) Para el valor de k hallado, ¢ cuanto mide la altura del tetraedro desde D?

c) Comprueba, utilizando la altura hallada, que el volumen de un tetraedro es V = %ABase -h.

Dados los puntos P(-5, 1, -1), Q(-9, 7, —4) y el plano ©n:3x-y+z-5=0, determina las coordenadas de un
punto T del plano © para que la suma de las distancias PT + TQ sea la menor posible.

Calcula cuanto es la suma de las dos distancias.

Toma otro punto cualquiera X del plano y comprueba que la suma de distancias PX + XQ es mayor que la hallada
anteriormente.

X-2y+z=5

y que dividen al segmento MN,
X—z=-2

Determina la ecuacion de tres planos que contienen a la recta r: {

de extremos M(-1, 5, 2), N(7, 1, =10), en cuatro partes iguales.

¢, Qué angulos forman los tres planos entre si?

MATERIAL FOTOCOPIABLE
Actividades complementarias E 25



Soluciones propuesta A

1. a) r(A ){A(01 -3) . . S(B. V):{B(Q,—S, 0)

d) Se hallan AB =(2,-3,-3), AC =(-5, 2,-2),
i=(20-1

v=(-3,21) AD = (0, 7,-5), i1, = ABXAC = (12,19,-11),
i -] n, = ABxAD = (36, 10, 14)
b) coso === =—:(x 33°12'39" Lo
jall 70 cosa=|71"32|=ﬂ:a:62°2'37"
nlla,|
c) El plano XY tiene ecuacién z = 0, por lo que | 1” 2| 996592
rn XY =P(-6,1,0), sn XY =B(9,-5, 0). e —— —— 1 94 ,
e) V=E|[AB,AC,ADJ|=§SBCD~h=? u
d) d(r s)_—|(u><v AB| {A V=214
’ |t xv| B=(9,-6,3) x=1+at P'(1+2t, t, -2 -3t)
4. a)r:{y=t :{4_21’:’3
_[18-6+12] 24 S o 3 W=(21-3)
W= e V21 ¢
+1+
. . PP'=(-3+2t,t-4,-8-3t),ycomo PP' 1l u,
2. El plano esta determinado por un punto, A, y su
vector normal. w(A, vT/):{'i\(O‘(41‘O)1 ) PP i=0=>14t+14=0=>t=-1= P'(-1,-11)
w=(-1,
BZO 1 b) d(P:r):|W|:V52+52+52=5\/§U
La recta es r(B, \7):{_( - 0.71)
V=(—1,3,2) X =4 +5¢ X =-1+t
a) Como v-w=-1-3+2=0, larecta y el plano ) s:{)z/:g:gg,otamblen Siy =T+t
no son paralelos; luego se cortan. z=1+t
b N AL B —17°58'31" x=
) sena= W iavs 4T 5. a)r:ly=-3+t=>C(-3+t-2—1)
z=-2-t

c) Se halla el plano o: {r N o(B,v,w)
nlo

AB=(-1-3,6), AC=(1-6+t,~1-t)

-1 1 x-2 ABxAC =(39-3t,5-t,9—-t)
3 -1 y |=0=0:5x+3y-2z=12
2 1z =—|AB><AC| J235 = 1112 262t + 687 = 0
X—y+z+4=0 x=n Una solucié 3, de donde C(1, 0
PG = y = “ly=4a-m0 na solucién es t =3, de donde C(1, 0, -5).
5x+3y—-2z-12=0 S — 8 11 16 20
N b) AB-AP=0=t=— (1— ——]
- 9 9 9
d) o= arccos| v arccosi—17°58'31"
|| v] 1596 c) :—|AB Ap| —“91430z16,8 u?
18
1 15
e)Si P=rnn=P|—-—,—, 4|, entonces la A(1,-1,-2) .
2" 2° 6. a) r(A,ﬁ):{a' ' =n(P, 4, AP)
recta es s(P, vxw). Como vxw =(5, 3,-2), u=(310)
1 15 3 -4 x+3
| x=——+b5t,y=—+3t,z=4-2t
S(X 2+ Y 2+ z j 1 2 y-1=0=>x-3y+5z+6=0
0 2 z
a) [AB| =22, |cD|=+59 -
b) Ux AP =(2,-6,10), d(P,r) |aXAP| V14
B UAR ux =(4,-95, ) r)= — = u
b) S=%|CB><CD|=%\/202+162+602 = 2./266 ||
¢) Se halla: c) Se halla la proyeccién de P sobre la recta.
Tgep(B,CB, CD):5x+4y +15z+2=0 Mﬁst’_1+t’_2)’ PM =(4+3t,-2+1,-2)
45 G-PM=0=10t =10 =t =—1= M(-2,-2,-2)
4542 47 T
h=d(A ey = - u Luego OP' = OP +2PM = P'(1,-5,-4)
B0 J25+416+225 /266
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Soluciones propuesta B

a) El plano & interseca a los ejes en los puntos
A(2, 0, 0), B0, 2,0)y C(0, 0, 4).

b) Como AB=(-2,2,0), AC=(-2,0,4) y

ABxAC = (8, 8, 4), el area del triangulo ABC es:

=—|AB><AC| A Js2r82+42 26 2

c) Los vectores normales a las caras ABCy AOB
son w=(2,21)yk=(0,0,1).

w-k 1
o = arccos—— = arccos— = 70°31'44"
(]| 3
0+0+0-4
d) domy = 0+0+0-4 4
V22 +2% + 42 3
0 X=A
¢ {g 2 40 1Y70
X+2y+z— a4,
4+6-5+1
d(P,n):M:izz\E u

2412 +(-12 V3

|xAP _|(-9,39,33) _ [ss7

d(P,r)= — = =, [—
70 || (5,2, —1)| 10
a) r(Ad): A1.0.3) y S(B,V): B(=2.5-1
d=(0,11) v=(0,11)
Tienen la misma direccion: son paralelas.
0 -3 x-1
b)y[1 5 y |=0=>3x+y-z=0
1 4 z-3
VxAB
c) d(r,s)= d(As)z| — |= @
v 2

6
2 1 1 43
=1 3 —1=60=2k+17=60=k="—2
k -7 2 2

b) n(A,ZE, A_é) 12X-y+5z+4=0

[43+3+10+4] 60 _ 230 u
Ja+1+25 30

Sasc =%|TB’XTC’| =%\/4+1+2 =%\/% u?

h=d(D,x)=

:1%@2@=10 o
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Los puntos dados estan al mismo lado del plano
w, por ello no es util trazar la recta que pasa por P
y Q. En este caso se traza la recta que pasa por
Qy por el simétrico de P respecto del plano.

x=-5+3) R
s(P,w):{y =1-2A \/
z=—1+L T
.
M=snnt=11A-22=0=>
= A=2= M1, -1 1) n 0

Como M es el punto medio de PP', se obtiene
P'(7, -3, 3).

X =-9+16A
r(QQP):{y=7-10n , T=rnn
z=—4+T7\
Resolviendo el sistema, T(103 25 41]
65 65 65

PT +TQ=|PT|+ |TQ| */— (198+387) =9V5

Si se toma otro X e &, por ejemplo X(0, -2, 3), se
obtiene:

PX + XQ =+/50 +v211 =~ 21,6 > 20,12 ~ 95

Los planos pertenecen al haz de planos de arista
la recta r, cuya ecuacion es:
(1+A)x -2y +(1-A)z+(2A-5)=0

Los puntos que dividen el segmento MN en cuatro
partes iguales son: P1(1, 4, =1), P2(3, 3, -4) y
Ps(5, 2, 7). Los planos del haz que pasan por
eso0s puntos se obtienen con:

13 4 11

A WL

7\‘:
T4 3 14

17x-8y-9z+6=0
yson: {7x-6y—-z-7=0
25x-28y+3z-48=0

Los angulos que forman son:

Cosoc—|W1 W 176 o —2402122"
Wl ~ V434386
Wy Wy 340 g
cosf=—"—= =p=13°11"19
P w,o|Ws| 861418 P
ZRA 622 e
COSY=1oro = = y=37°32"40
Yy " Vazaiats




Lugares geomeétricos en el espacio

Propuesta A

1. Cada una de las ecuaciones paramétricas siguientes corresponde a un lugar geométrico.

1) x =3+4sent Iy x =3+4cost
y =2+4cost y =2+2sent

a) Elimina el parametro en cada una y determina sus ecuaciones cartesianas.
b) Determina los lugares geométricos de los que se trata y represéntalos graficamente.

c) Halla las coordenadas de los puntos comunes a ambos lugares geométricos.

2. Escribe las ecuaciones parametricas y la ecuacién implicita de la circunferencia de centro C(1, 5) y radio r = 5.

Halla los puntos de la misma que se obtienen al tomar como valores del parametro, en las ecuaciones

paramétricas, t =0, t = % ,t=m, t= 3—; , t= 5?“ y represéntalos.

3. Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuacién implicita de la elipse de focos F(4, 0) y F'(-4,0) y eje
mayor 2a = 10.
Halla los puntos de la misma que se obtienen al tomar como valores del parametro, en las ecuaciones
3n 3n 5n

paramétricas, =0, t = 7 t=m, t= - t= 3 y represéntalos.

4. La superficie esférica de ecuacion x?+y?+7°-6x—4y+2z-11=0 es tangente a un plano de ecuacién
2x+y—-2z+m=0. Halla:

a) El centro, radio y el area de la superficie esférica.
b) El valor o valores de m.
c) Las coordenadas del punto o de los puntos de tangencia.
5. Completa la siguiente tabla calculando las coordenadas Cartesianas Cilindricas Esféricas

de los puntos dados en los tres sistemas de
coordenadas: P(0,1,1)

Q(2,30°,-2)

T(5,60°,90°)

6. Escribe en coordenadas cartesianas y en polares las ecuaciones de las siguientes curvas.
a) Circunferencia de centro C(2, 1) y radio r = 2.
b) Elipse de centro el origen y semiejesa=5y b = 3.
c) Hipérbola de centro C(0, 0), eje real a = 2 y excentricidad e = 2.

d) Parabola de vértice el origen y foco F(0, 3).

7. Escribe las ecuaciones paramétricas de la superficie conica formada por todas las rectas que pasan por el

x =2t
vértice V(—1, 0, 2) y se apoyan en la directriz C:{y =2sent .
z=2cost

X =2a-cotga
8. Lacurva B:{y=0 ,con a=0, se llama “Bruja de Agnesi”’ y esta contenida en el plano XZ. Halla las
z=2a-sen’«a
ecuaciones paramétricas de la superficie de revolucién engendrada por la Bruja cuando gira en torno al eje Z.

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Propuesta B

Cada una de las ecuaciones paramétricas siguientes corresponde a un lugar geométrico.
M {x:3+x Iy {x: 2+2cost
y=2+A y =—1+2sent
a) Elimina el parametro en cada una y determina sus ecuaciones cartesianas.
b) Determina los lugares geométricos de los que se trata y represéntalos graficamente.

c) Halla las coordenadas de los puntos comunes a ambos lugares geométricos.

Escribe las ecuaciones parametricas y la ecuacién implicita de la circunferencia de centro C(—4, 0) y radio r = 4.

Halla los puntos de la misma que se obtienen al tomar como valores del parametro, en las ecuaciones
paramétricas, t=0, t:—%, t=m, t:%t, tz% y represéntalos.

Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuacion implicita de la hipérbola de focos F(5, 0) y F'(-5, 0) y eje
mayor 2a = 6.

Halla los puntos de la misma que se obtienen al tomar como valores del parametro, en las ecuaciones

paramétricas, t=0, t =37ft Jt=m t= —37?, t=5—37E , Yy represéntalos.

Se define la lemniscata de Bernoulli como el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias a dos puntos fijos,
los focos, tienen un producto constante e igual a cz, siendo c¢ la semidistancia focal.

a) Halla su ecuacioén en coordenadas cartesianas suponiendo que los focos son los puntos F(c, 0) y F'(-c, 0).

b) Halla su ecuacién en coordenadas polares. Y
1
c) Si la semidistancia focal es ¢ = 2, demuestra que los vértices horizontales son

los puntos A'(-2v/2 , 0) y A(2+/2 ,0).

Completa la siguiente tabla calculando las

coordenadas de los puntos dados en los tres Cartesianas Cilindricas Esféricas
sistemas de coordenadas: P@3, J3 . 3)
Q(4,180°,4)
T(3v/2,270°,135°)
X =2cost
Halla la ecuacién implicita de la superficie cilindrica de directriz la curva C:{y =2sent y de generatrices
z=2

paralelas al vector v = (-1, 0,-1).

Escribe la ecuacién de la superficie formada por todos los puntos pertenecientes a las rectas que se apoyan en

x=4+t
el eje Zy en la recta de ecuacion r :{y =12+3t y cuya direccion es perpendicular al vector 4 =(0, 0, 1).
z=t

La superficie esférica de ecuacion x?+y?+2z°-2x+6z+d =0 tiene un area de 36n unidades cuadradas.
Halla:

a) El radio de la misma y el valor del término independiente d.

b) La ecuacién de otra superficie esférica concéntrica con esta y tangente al plano n: x-2y+2z=0.

c) Los puntos de corte de la superficie esférica con los ejes de coordenadas.

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Actividades complementarias

Soluciones propuesta A

sent=X=3 "lor
Loa it T T
y= cost=Y"% T 0 X
)5 \‘*‘3 L~ )/
Como sen”t+cos’t =1, 4. a)Centro: C(3, 2, —1).
a2 _ o\ 0 r=x/324+22 4 (=12 =(=11) = =
(X163) +(y162) o (x_3f +(y_2) = 4 Radio: r = /3% +2% + (-1 —(-11) =+/25 =5
|6-+2+2+m
3 b) d(C, 7)=r =>———"1=5=[10+m =15 =
X_
cost=——
x =3+4cost 4 _ =my =5, m=-25.
y =2+2sent y-2 ) . .
sent = I c) Los puntos de tangencia son interseccion

entre la recta perpendicular al plano que

(x=3% (y—2) pasa por Cy el plano. Sus ecuaciones son:
=+ =1

16 2 x=3+2\,y=2+%,z=-1-2)}
Sustituyendo en la ecuacion del plano n y
b) Se trata de una Y dando a m los valores obtenidos en b:
circunferencia de centro
) 5 117
C(3,2) yradio 4,y de = N m1:5:>2:—§:A 333
una elipse con el mismo
] _ N 1
ce_ntroysemlejesa—4y ol m, :_25:/1222/\ Eﬂ_ﬁ
b=2. 3 3 3 3

c) Los puntos comunes se

. : . 5. Aplicando las relaciones entre los tres tipos de
obtienen al igualar las ecuaciones:

coordenadas se llega a:

Cilindricas

Cartesianas

= sen’t+4cos’t=1= Esféricas

sent = cos\
2cost =senA

P(0,1,1) P (1,—,1) P ( 2,—,—]
¢ _r 2 2 4
’
2 2 A7, 2)
= 3
= deost=0=) _35’{5(-1, 2) Q(V31-2) | a@ 30°-2) Q(zﬁ%,—”]
2 2 \/—
5 5v3
= T|———0 T (5, 60°, 0) T (5, 60°, 90°)
X 1+5C03t:(x—1)2+(y—5)2=25 [2 D) ]
y =5+5sent
IR - A
3 x2 y? 15
0 (6, 5) by X+ ¥ 1 r=——02
P Py 25 9 J9+16sen’0
3 [2—5«/5,10+5&J YT r—\/T
4 2 2 Slsidas 412 3_4sen’®
L —4,5
( ) d) =12y o 123en26
3 1-sen”B
- (1,0)
2 7. Laecuacion vectorial de la superficie es
51 7 10-5(3 X—-a=s(C-a)=>x=a+s(c-a) ylas
3 (2, 5 ] ecuaciones paramétricas:
x =-1+5s(2t+1) X =-1+5s+2st
y=0+s(2sent) =—={y=2s-sent
X = 5sent Xy z=2+s(2cost-2) |z=2-2s+2s-cost
3. 4+l =1
{y=3003t 25 9 8. Las ecuaciones de la superficie pedida son:
X =2a-cotga-coss—0-sens
0 0, 3) 2 ’ z=2a-sen’«a
51 X =2a-cotga-coss
3n [ﬂ__ﬂ 3 [ﬂﬁ] =y =2a-cotga-sens
4 2’ 2 2 2 z=2a-sen‘«
- (0, -3) donde s es el angulo de giro.
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Soluciones propuesta B

=3+4 5. Aplicando las relaciones entre los tres tipos de
1. a) ¥ -3=y-2=x-y-1=0
) {y =241 % yme=x-y coordenadas se llega a: (3\/5, 270°, 135°)
x—2 Cartesianas Cilindricas Esféricas
x= 2+2c0st __ |C81=5 J3 X J21. X
{y=—1+2sent3 — v = P(3, /3, 3) P(Z 3,3,3j P[ 21;5;0,857j
T
_oy 2 Q(-4,0,4) | Q4 180°,4) Q(4x/§, m, —j
x-2) 42) +—(yz1) =12 (x—2F +(y +1) = 22 4
T(0,-3,-3) | T(3,270° -3) T(3\/E, 270°,135°)
b) Se trata de una recta y de Y
una circunferencia. 1 6. Ecuaciones paramétricas de la superficie:
c) Para hallar los puntos de 0 X+S
corte se resuelve el cost =
sistema: P1(2, 1) y P2 (0, -1) X =2cost-s
y=2sent = sent:% =
- z=2-5
X 4+4C05t:(x+4)2+y2:16 s=2-z
y= 0+4 sent 2 2
X+2-z y
-5
0 (0, 0) N 7. Setoma un punto genérico A del eje Zy otro B
3 B EE - de larectar.
- (-4-2v2,212) ofix A(0,0,s), B4+t 12+3t, 1)
n 80 pfa Para que el vector AB sea perpendicular al
(-8.0) vector 4 =(0, 0, 1):
3n .
> (-4, -4) AB-i=0=t-s=0=t=s
4n La superficie esta formada por las rectas que
5 (-6,-2v3) pasan por A (0,0, t)y B (4 +t, 12 + 3, #):
x=5(4+t)
B P S:qy =s(12+3t). Eliminando los parametros:
X_3seCtéseczt—tgzt=12X——y—=1 z=t
y = 4tgt 9 16
Y| /| S=—X=y;t=z:>X=y:>
0 (3,0) AR =12x-4y +3xz-yz=0
0 X
3n (&@4) / \ 8. a)S=4nr’=36n=r=3
4 ’ P
/ Centro: C(1,0,-3) y d =12+ (32— 32 = 1
T (_31 0)
3 ) r, = d(C, ;)= =0 _3
_T" (-3v2.4) ’ 0 J1+4+4 3
25
51 (6,—4\/5) (x—1)2+y2+(z+3)2=?
3
c) Eje X: {y =0. 2 _2x19=0
4. a) Tomando un punto genérico P(x, y) de la z=0
curva, se tiene que d(P, F) = d(P,F') = Sin solucion real.
2
= (X +y?) =2¢%(x* - y?) o y?-10y+9=0=
o Eje Y. {Zo: _[yi=1_]A010)
b) r*=2c“cos“ 0 Y, =9 B(0, 9, 0)

c¢) Haciendo y = 0 se obtienen tres soluciones:

2 _
x=0, x=*cJ2 = Veértices: ($¢+/2,0). Eje Z: {XZO' z+62+9=0=

y=0" = z=-3=C(0,0, -3)
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B Limites de sucesiones y de funciones

Propuesta A

1. Calcula los tres términos siguientes y la expresion del término general de cada una de las siguientes
sucesiones:

a) 4, 7, 10, 13, 16, ... b)

oo,

, 1 —,... ¢) 1, 4,9, 16, 25,... d) 2, 5, 10, 17, 26, ...
8 10

Nlw

1
o>
2. Dada la sucesion definida por recurrencia: a, =2, a,,,=+/a, :

a
b

) Calcula sus cinco primeros términos.
) Halla su término general.
c) Sabiendo que es convergente, calcula su limite.

d) ¢Esta acotada? Si es asi, da una cota inferior y una superior.

- A 2
3. Dada la sucesion de término general a, =3+—:
n

. A A 28
a) Calcula sus tres primeros términos y halla el lugar que ocupa el término a, = )

b) Demuestra que es estrictamente decreciente.

¢) Calcula su limite y averigua a partir de qué término los siguientes términos se aproximan a 3 con un error
menor que ¢ = 0,001.

4. Calcula los siguientes limites:

. (n?*+2n n?*+2n . —n®—4n+1 _(3n+1)"?
a) lim| ——-—-—"= c) lim——— e) lim
n+1 n-1 n-e  14+3n n—e \ 2n—1

n—eo

b) fim 11 d) Iim( [2p— /n2—2n) f lim 1+2+3J2r...+n
> n? $14n n=e e 2n

5. Calcula los limites laterales de las siguientes funciones racionales en los puntos en los que no estan definidas.
¢ Existe el limite de la funcién en esos puntos?

X+2 x? - 3x
a) f(x)= b) f(x)=
) f(x) Z_9 ) f(x) 7 x

6. Calcula los siguientes limites de funciones polinémicas:

a) lim (x*+7x-31) c) lim (x*-100x—-2009) e) lim (-x*+7)
b) lim (x—5)(4-x?) d) lim (4-x)(4+x) f) XILrpN(—x3+5x2+10)

x—0

7. Calcula los siguientes limites de funciones irracionales:

a) |im‘/;"1 b) |im£
x-1 x—1 >4 12+ x -4

8. Se considera la funcion: f(x)= , calcula Iinj1 f(x), Iirr!f(x), Iirp f(x)y lim f(x).

X
[x|-1
9. Calcula los siguientes limites de funciones racionales:

X2 +3x+2 x* -3x® +4x

a) lim X +oX+e b) lim
x> x3 4 X2+ X +1 =2 x*_16

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Propuesta B

Calcula los tres términos siguientes y la expresion del término general de cada una de las siguientes
sucesiones:

a) 10, 7, 4, 1, =2, ... b)

w|N

, i E E E .. ¢ 1,8, 27, 64, 125,... d) 0, 7, 26, 63, 124, ...
5 7 9 11

. - i . 1
Se considera la sucesion definida por recurrencia: ap =1, a,,;=-—-a,.

a) Calcula sus cinco primeros términos.

b) Halla su término general.

c) Si b, =la,| y ¢, =—|a,|, demuestra que b, y c, son progresiones geométricas. ¢Lo es también a, ?
d) Estudia la monotonia de a, .
e) Halla, si existen, cotas superiores e inferiores para a, .

f) Calcula el limite de a,, .

Calcula los siguientes limites:

a) Iim( n” —ﬂ] c) lim (\/2n2+1—\/n2+1) e) lim 3/3”_:;

ns=\n-1 n-2 N—eo n—se
3n2+2
2 2 \5n-3
b) fim 2n .n+24 d) fim 2n n f) lim 2+4+€25+...+2n
nse\ n+1 5n n—e{ 3n+1 n—se n“+1
Calcula los siguientes limites de funciones polindmicas:
; 2 ; 2 ; 2
a) )I(lins(x 2x+1) c) XIerjw(x 3x+2) e) XlLr[]N(X +3)
. 4 _ . 2 . 3
b) llTO(x +x-3) d) X'L“L(“ x%) f) x"ll( x°+5)

Calcula los siguientes limites de funciones racionales:

2 2
a) lim XX+ b) lim X *4
x>t X%+ 3 xome X +1

Calcula los limites laterales de las funciones racionales en los puntos en que no estan definidas:

x-3 1 x4 —x3+3x
= b) f(x)=— c) f(x)=————
x+3 ) fx) (x=3)? ) 10 x?—x

a) f(x)

Calcula los siguientes limites de funciones irracionales:

a) lim (\/x2 -4 -x) b) lim (\/x2 +x -x)

X—>+o0 X—roo

2_
X 11 . Calcula Iirrj1 f(x), Iim1f(x), lim f(x)y lim f(x).

Se considera la funcion: f(x)= |

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Soluciones propuesta A

a)ag=19, ar;=33, ag=25 a,=3n+1

b)a:ﬂ a:E a:E _2”—1
T a2 T T 960 Ton

C)ag=36, a;=49, ag=64, a,= n’
d)as=37, a7=50, as=65 a,=n’+1
1 1
a) a, =2, a,=22, a, =24,

1 1 1
a; =28, a,=2'%, g, =2%

1

b) a, =22
A 1
c) lim22" =k =log, k= lim —=0=k =1
n—eo n%m2n

El limite de la sucesion es 1.

d) Esta acotada superiormente por g, =2 e
inferiormente por su limite, 1.

11
a)a, =5 a =4 a,=—
) & 2 =
3+z;§<z>gzl<:>s:18
s 9 s 9

2 2 -2
b)a.-a =|3+——|-|3+—|= <0
) 81 ( n+1j ( nj (n+Nn

La sucesion es estrictamente decreciente.

c) lima, =Iim(3+gj:3+0=3
n

la, -3/ <& 3+%—3 < 0,001

<O,OO’I<:>‘g
n

2<0,001n = n>2000. A partir de azooo.

—_ 2_
a) /=lim 20 =4 _ 5
noe n° -1
1 1
b) /= ==
V141 2
2
¢) I=lim= =
n—e= 3N
3n 3 3
d) I: ||m = = —
oo Jn2en+nt-2n V1412

n—eo 2

n+2 +oo
e) /= lim (3””] =(§j - oo

. X+2 . X+2
lim 5 =—oo, |im 5 = +oo
x-3 \x“ -9 x-3"\ X° -9

a) —1
b) —20
c) +oo
d) —oo
e) —oo
f) +oo

Estos limites son del tipo % :

a) im Y= i (=) +1) -
1 x=1 ot (=) (V1)

. x-1 . 1 1
=lim =lim

S (x-)(Vx+1) xe1 2
o G2 (g
) a4 e Ao A2
(x-4)(V12+x+4)  (J12+x+4

= I|m = ||m :2

=t (x-4)(Vx+2) ot (Vx2)
. X . X

lim | —— |=—c; Ilim | —— |=+c
x—>1[|X|—1] x—>1*[|X|—1J

lim X =—oo; lim X = +4oo
x—=1 |X|—1 x—1 |X|—1

o x*+3x+2 o (x+D(x+2) 1
a) lim —— = lim 5 =—

oA XX+ Xx+T o (x+ ) (X5 +1) 2

 (x-2)x*-x*-2x) _ 0

b) lim > =— =
-2 (x-2)(x+2)(x“+4) 32
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Soluciones propuesta B

a)ag=-5, ar=-8, ag=-11, a,=13-3n

12 14 16 2n
= a =

g = —

13" 77 15” 177 " 2n+1
c)as =216, a; =343, ag=512, a,=n’
d) as =215, a7 =342, ag=511, a,=n"-1

a) a =1, g :—l, a, :iz’ a, :_iS’
3 3 3
a, —i4, ag = _iS
3 3
n 1
b) a, =(-1) o
1 1
C) bn :3—n, Cn :—3—n
1 1
bn+1 —_ 3n+1 _l Cn+1 3n+1 :l
b, 1 3 ¢ _1 3
3" 3"
1
n+1
M: _1) 3n+1 :_l
1
an (_1)'737" 3

b, y ¢, son progresiones geométricas de

] 1 .
razon r =3 a, es una progresion
- i 1

geométrica de razodn r = 3

d) Como se puede ver en los primeros
términos, a, es oscilante.

e) Superior: a, =1. Inferior: a, = —%.

f)c,<a,<b,=limc,<lima,<limb, =

n—eo n—co n—co

. 1 . 1
= lim|-——|<lima, < lm—=
n—seo n n—sco n—se 3N

=0<lma,<0=lima,=0

n—seo n—eo

[ n* n*+1) . (-n’-n+1
a) lim|——- = lim | p—— | =1
nse\n—-1 n-2 ) n-=\n“-3n+2

b)

nse{ n+1 5n% ) ns=5n°+5n° 5

) [an n+4] . 2n®+8n% 2
lim . = =

c) lim («/2n2+1_m):

N—oo

n2

= lim

= 400
> Jon? 11 4n? +1

3742 3r2+2) 2r?

d) Iim[ 2 ]53 =e"|£n’“[ == =(6™) =0

n—e{ 3n+1

Actividades complementarias E

e) Iim%/nJr3 :#i:_l
n—e\ 3—-8n -8 2

2+2nn
f) Iimw=lim§—=1
n—e n°+1 n—e n°+1

a) 4 b) -3 C) +oo d) —oo e) +oo f) +oo

Todos estos limites son del tipo z.

[}

a) Simplificando por X%

) x2[1—1+12j
Xt =x+1 . X X
im ——— = |m —— =% = /-1

X—>+oo x2 +3 X—>too XZ('] + 3]

b) Simplificando por x:
X+ 4
) s
fim X4 i X
x——o X +1 X—>—c0
1+—

X

. x-3 . x-3
a) lim [ j:+oo, lim ( J:_oo
x—-3"\X+3 x—-3"\ X+3

b) lim =+4co, lim = 4oo
) x—3" (x—3)? x—3* (x =3

[ x*+3x [ x*+3x
c) lim 5 =—co |lim > = oo
x->1T X" —X PES D G ¢

x*+3x) . X(X3+3)_ 3
x2—x

lim = =
x=0 x(x-1) -1

x—0

2) lim (\/X2—4 —x)(\/x2 -4 +x) i
o (x/H+x)

_im—2 ¢

N
R[]

b) lim =
e ( x2+x+x)
. X . 1
:)Jlﬂle\/ 2 :JLTM 1 5
X +X+X \/1+7+1
X

lim [X2_1]: lim (X+1)(X1—1): lim X—1:2

x—>-1 |X|—1 x—>-=1 —X— x—-1T —




Propuesta A

E Continuidad
x*-2x-3

1. Hallalos puntos de discontinuidad de la funcién f(x) = —_3 y clasificalos.

6-x si x<-2
2. Estudia la continuidad de la funciéon f(x)=46 si —2<x <3 y efectia una representacion grafica de la
x>-3 six>3

misma.

x2-1 si x<1

. sea continua en toda la recta real.
ax—-1 si x=>1

3. Halla el valor del parametro a para que la funciéon f(x) ={

X+2 si x<0
4. Determina los valores de a y b para que la funcién f(x)= |vax+b si 0 < x <2 sea continua en todo R.
—L+i si x>2
22 V2
5. Calcula el verdadero valor de la funcion f(x)= Nx#t-1 en x=0.

Vvx+9 -3

6. Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones a trozos:

2-x? si x<1
_Jx+3 six<0 )2 ;
a) f(x)—{x_1 Six>0 b) f(x)={x*—x+1 si 1<x<3
x> —4 si x=3
7. Halla los puntos de discontinuidad de la funcién f(x) =X—_6, indica el tipo de discontinuidad, determina el
2—-x-2

salto de discontinuidad o, en su caso, el verdadero valor de la funcion en esos puntos y muestra los intervalos
en los que la funcién es continua.

8. Demuestra que la funcién f(x)=2x>-5x?+x+2 corta al eje de abscisas en el intervalo [-1, 3]. ¢Puede
x®-2
xX-2

afirmarse lo mismo de la funcion g(x) = ?

2 .
9. Estudia si la funcion f(x)= x -1 SI_ —2=<x<0 esta acotada en el intervalo [-2, 2]. En caso afirmativo
2x-1 si 0<x<2

calcula su méaximo y su minimo absolutos.

1 si xe {-11}
10. Estudia la continuidad de la funcién: f(x)=1 x

X -

ycalcula lim f(x) y lim f(x).
X——o0 X—>+oo

si xe R—{-11}

11. Demuestra que las funciones f(x)=x*+x?y g(x)=3 +cos(nx) se cortan al menos en un punto cuya abscisa
pertenece al intervalo [0, 2].

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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10.

1.

Propuesta B

2
Halla los puntos de discontinuidad de la funcién f(x)= X2+—X_g . Indica el tipo de discontinuidad.
XS —x-

Indica los intervalos en los que la funcion f(x), representada v |
a continuacion, es continua y clasifica los tipos de discontinuidad | ,
que presenta. ¢

Z He Y i

a b o[ 1 \c d X

2 .
x =2 shx S} y esboza su grafica.

Estudia la continuidad de la funcién f(x)=<", .
x“-3x+1 si x>

x’+ax+a-1 si x<2

In(x —1) < x>2 sea continua en todo R.

Halla el valor del parametro a para que la funcion f(x) = {

sen x si x<0
Determina para qué valores de los parametros a y b la funcién f(x)={x*+ax+b si 0<x<3 es continua en

X+9 si x>3
toda la recta real.
. sen®x
Calcula el verdadero valor de la funcion f(x)=——— enx=0.
tgx —senx
x-|x| si x<1
Estudia la continuidad de la funcion f(x) =< x si 1< x <2 yhaz su representacion grafica.

4—-x si x>2

Para cada una de las siguientes funciones calcula el valor de a que las hace continuas en todo R.

a six=1 2 . 3

— 2 _JX"—a sl x<

A )= X1 G b) f(x)‘{4x+1 si x23
X_

X
Comprueba si la funcion f(x)= e +1

verifica las condiciones del teorema de Weierstrass en el intervalo [1, 4].

e —
¢ Se puede asegurar que la funcién esta acotada en ese intervalo? ;Se puede asegurar que la funcidn esta
—X
- . . . L e -1
acotada en todo su dominio? ¢ Podria decirse lo mismo de la funcion f(x)=— . ?
e+

Demuestra que la ecuacion 2* —4x =0 tiene al menos dos soluciones reales.

Construye una funcién adecuada para demostrar, por el teorema de Bolzano, que la funcion f(x)=vx®+1 toma
todos los valores del intervalo [0, 3].

Actividades complementarias E 37
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£(0) = lim

= lim = =3
x50 fx+9 —3  x0 X(\/X+1+1) V141

Soluciones propuesta A

El dominio es D(f)= R —{3}.

Como lim x*-2x-3 = lim (x+N(x=3) _
x—>3 xX—-3 x—>3 (X — 3)

en x = 3 hay limite; la funcién tiene una

discontinuidad evitable y f (3) =4 es su

verdadero valor.

Para x # -2y x # 3, la funcion es continua al
estar definida por polinomios. Falta estudiar lo
que ocurreen x=—-2yenx = 3.

S, 0= fnf6-)=8  FEEREEY

lim f(x)= lim (6)=6

x—-2"

En x = -2 hay una 1

discontinuidad inevitable o1 X

de salto finito igual a
6-8==-2

lim f(x)=1im(6)=6
x—3~ x—3

lim f(x)=lim(x*-3)=6
x—3" x—>3

En x = 3 la funcién es continua.

Para que la funcién sea continua en toda la
recta real, debe ser continua en x = 1, ya que
fuera de este punto es continua al estar
definida por polinomios.

Como f(1)= lim f(x)= lim(ax-1)=a-1y
x—1"

x—1"

lim f(x)= lim(x*-1)=0 > a-1=0=a=1.
x—1" x—1"

Para ser continua, los limites laterales en x =0
y en x = 2 han de coincidir.

lim f(x)= lm f(x)=>2=vb=b=4

x—0" x—0"

lim f(x)= lim f(x)=+v2a+4 =-

x—2" x—2"

V2a+4=V2=a=-1.

El verdadero valor debe coincidir con el limite
de la funcion en ese punto.

St -1y X(Pr9+43) Jous

2 .3
22 2

a) f(0)=~1, lim f(x)=3, lim f(x)=-1

En x = 0 tiene una discontinuidad inevitable
de salto finito.

b) f(1)=1, lim f(x)=1, lim f(x)=1.Es
x—1" x—1"
continua en x = 1 ya que f(1)= Iim1 f(x)=1.
X—
f(3)=5, lim f(x)=7, lim f(x)=5
X3 x—3"*

Es discontinua en x = 3 con una
discontinuidad inevitable de salto finito.

38

7.

10.

1.

El dominio de la funcién es
D(f)=[2, 6)U(6,+<), por lo que hay que
estudiar su limite en x = 6.

lim (X;Sz]: lim X=8)2+Vx-2) __,
X_

x—6{ 2 _ x—6 6-—Xx

Como tiene limite, la discontinuidad es evitable
y su verdadero valor es f(6) = —4. Asi, la
funcién es continua en el intervalo [2, +co).

La funcién f(x)=2x®-5x*+x+2 es continua

y tiene distinto signo en los extremos de
[-1,3],yaquef(-1)=-6<0yf(3)=14>0.
Por el teorema de Bolzano se puede asegurar
que Jce (-1, 3) tal que f(c) = 0.

Este razonamiento no es valido para la funcion
g, Ya que no es continua en el intervalo [-1, 3]
puesto que no esta definida en x = 2; sin
embargo, se puede observar directamente que
la funcion corta al eje de abscisas:

x3-2

0="— =x*-2=0=x=32e[-13]
X_

Se estudia la continuidad de la funcién en
x=0.
lim f(x)= lim (x*=1)=-1

x—0" x—0"

=
lim f(x)= lim (2x—1)=—1, f(0)=-1

x—0" x—0"

= fcontinua en [-2, 2] = f acotada. Por el
teorema de Weierstrass f alcanza en dicho
intervalo su maximo y su minimo absolutos.

Como la funcién decrece en (-2, 0) y crece en
(0, 2), basta con hallar f(-2), f(0) y f(2).

fi-2) =3, f(0) = -1y f(2) = 3, por lo que el
maximo es 3 y se alcanza en los extremos
del intervalo. El minimo, -1, se daen x = 0.

Se estudia la funcién en los valores que anulan
el denominador: [x|-1=0= x =1

lim f(x)= lim —— = o, lim —>

= 400
X1 Xo-1" — X — x> —x —1
. . X . X
lim f(x)= lim —— =—c0, lim —— =40
X1 x—1 X—=1 x> X —1

fes discontinua en x =—-1yen x =1 con una
discontinuidad inevitable de salto infinito.

=1, lim = =1
X—too ¢ —1

lim

X —x —1

Si se cortan = 3Jce [0, 2] tal que f(c)=g(c).
Se construye la funcion F(x)=f(x)—g(x) que

es continua en el intervalo [0, 2] y ademas
F(0)=-4<0vy F(2)=8>0. Por el teorema

de Bolzano 3c e (0, 2) que anulara la funcion,
F, es decir F(c)=f(c)-g(c)=0 < f(c)=g(c).
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1.

lim

x—-1"

2,

3.

4,

5.

6.

Soluciones propuesta B

El dominio de fes D(f)= R- {-1, 2}. 7.
En x = 2 hay una discontinuidad evitable, pues:

2 — p—
X“+x-6 lim (x=2)(x+3) _ lim X+3 _35

lim = = =
52 x2—x—2 x-2 (x+1)(x-2) x-»2x+1 3
El verdadero valor es f(2) = g .

En x = —1 la funcién tiene una discontinuidad
inevitable de salto infinito:

2
X +x-6 lim (x—2)(x+3)= lim x+3

XoxX—=2 ot (XEN)(X=2) xoot x+1 8
La funcién es continua en R-{a, b, c, d}.
x = a: discontinuidad inevitable de salto finito.
x = b: discontinuidad evitable ya que los limites
laterales coinciden pero son distintos de f(b).
x = ¢, x = d: discontinuidades inevitables de
salto infinito.
Para x # 1, f es continua pues esta definida por
polinomios. Para x = 1:
lim £(x) = lim(x* - 2) = Y
x—=1"
= lim f(x)—llm(x -3x+1) 9.
x—>1"
1
Como f(1)= Iim1 f(x)=-1, la X
X—
funcion es continua en R.
Para que la funcion sea continua en toda la
recta real, debe ser continua en x = 2;
f(2)= lim f(x)= lim f(x)
x—2" x—2"
I|m f(x)= I|m(x +ax+a-1)=3+3a
—2" = —
“lim f(x)—I|m In(x-1)=In1=0 —a=-1
x—2*
Para que la funcién sea continua en todo R, ha
de ser continuaenx=0 y enx =3,
f(0)= lim f(x)= lim f(x) 10
x—0" x—0" .
lim f(x)= I|m senx =sen0=0
x—0" =0
lim f(x)= I|m(x +ax+b)=b= 0~
x—0*
f(3)= I|m f(x)= lim f(x)
x—3"
Iim f(x)= ||m(x +ax)=9+3a
-3 =
I|m F(x) = I|m(x+9)—12 =a=1 1.

El verdadero valor es, si existe, el limite:

. sen® x . sen® x
0 — 0
x-0{ tgx—senx | x- —senx
cos X
_ lim S&" x(1—cos? x)cos x
x=0  senx(1-cos x)
Luego el verdadero valor es f(0) =

= Iirr%cosx(1+oosx)=2
X
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Posibles discontinuidades en x =1y x = 2.

lim £(x) = lim x|x| =1

x—1

lim f(x)—llmx—1 f(1)=

x—1

lim f(x)=limx=2;
X—2" x—2

Iin; f(x):lxirr;(4—x)=2; f(2)=2

Por tanto, la funcién es continua en todo R.

a) Para que sea continua en x =1
f(1)= Iim1 f(x) =
X—

2

= a=f(1)=lim f(x) = lim X _1=Iim(x+1)=2
x-1 X =1 x—1

b) Para que sea continuaen x =3

f(3)= lim f(x)= lim f(x) =

f(3)=Ilim f(x)=13; limf(x)=9-a=
x—3" x—3"
=>13=9-a=a=-+4

La funcién es continua en su dominio,
D =R - {0} = es continua en el intervalo [1, 4].

Como verifica las condiciones del teorema de
Weierstrass, se puede asegurar que la funcién
esta acotada en ese intervalo; sin embargo, no
esta acotada en el dominio, ya que:

. eX+1 . eX+1

lim =—co y Iim —
x—0" e" — x—0t e —

= 400 ,

—X

La funcién f(x)= il es continua en toda la

e—X

e’ -1 . 1-¢
recta real y como lim = lim -
o=@ X411 xo=1+e

=1

e -1 1 .
y lim =— =-1 = festa acotada.
xoe @ ¥+ 1

Se considera la funcién continua en toda la
recta real f(x)=2"-4x,ycomof(0)=1>0y
f(1) = -2 < 0, por el teorema de Bolzano se
puede asegurar que Ice (0, 1) que verifica
f(c) = 0, es decir, x = ¢ es una solucion de la
ecuacion 2* —4x =0. Ademas, x = 4 es otra
solucion porque 2% —4-4=0.

Yy, € (0, 3) se construye g(x)=r(x)-y,, que

es continua. g(-1)=f(-1)-y,=0-y,<0;

9(2)=f(2)-y,=3-y,>0=
= Ixye (-1,2)/g(X,)=0

9(xo)=1(X) = Yo =0=1(x0) =y,
Ademas, f(-1)=0y f(2)=3



m Derivadas

1.  Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) = x?—4 en los intervalos [0,2] y[a, a+h]

Propuesta A

2. Halla la tasa de variacién instantanea de las siguientes funciones en los puntos que se indican.

a) f(x)=x*+1en x=-1 b) f(x):L1 en x=-2 c) f(x)=+x+2 en x=2
X+

3. Calcula la pendiente de la tangente a la grafica de las siguientes funciones en los puntos que se indican. ;Qué
angulo forma la tangente con el eje de abscisas? ¢ Cual es su ecuacion?

a) f(x)=x*+x—-1enx=1 b) f(x)= 2 en x=-1
x+3

4. Dadas dos funciones f(x) y g(x) de las que se conoce f(2) = 3, g(2) = -1, g'(-1)=-3, g'(2)=0, g'(3)=5,
f'(-1)=2y f'(2)=4, calcula:

a) (f+9)'(-1) b) (f-9)'(2) c) (EJ ) d) (f-9)'(2) e) (g°7)'(2)

5. Hallalos valores de a y b para que la funcion f(x) sea continua y derivable en x = 0.

x2+1 si x<0
ax+b si x>0

6. Si f(x):%, g(x)=vx+1, h(x)=x2, calcula:

a) (9°h)'(2) b) (hegof)'(1) c) (feheg)'(4) d) (gefeoh)'(x)
7. Se considera la funcién f(x)=x®+x—11. Calcula la derivada de la funcion inversa de f(x) en x = -9.

8. Halla la funcion derivada de las siguientes funciones trigonométricas:

a) a(x) = sen?(x) c) ¢(x)=arccos?(x) e) e(x) =tg(2x)
b) b(x)=arcsen(2x) d) d(x)=arccos(x2) f) f(x)=tg[§j.

9. Calcula la derivada de las funciones:

a) a(x)=In(x-cosx) c) ¢(x)=cos(x'Inx) e) e(x)=x-e* g) g(x)=2"x?
b) b(x)=Inx-cos x d) d(x)=e** f) f(x)=e"* h) h(x):ln\/g.

10. La posicion respecto del origen, en metros, de un mévil viene dada por la funcién s(t) = 3t -1, donde el tiempo
t viene dado en segundos.

a) Halla la velocidad media del movil en el intervalo temporal [1, 4].
b) Obtén la velocidad instantanea para t = 2 segundos.

11. Teniendo en cuenta que In(50) = 3,912, calcula mediante aproximacion con diferenciales In(54), In(46) y In(40).
Compara los resultados obtenidos con los que se obtienen con la calculadora y halla el error relativo que se
comete en cada caso. ¢ Por qué se comete mas error en unos casos que en otros?

12. Se tiene un globo esférico de radio r = 2 m. Por efecto de la dilatacion de los gases que contiene, su radio
aumenta un dr = 3 cm. ¢ Cuanto ha aumentado su volumen?

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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10.

1.

12.

Propuesta B

Halla la tasa de variacion media de la funcién f(x)= x® en los intervalos [-3, 1] y [a, a + h].

Halla la tasa de variacién instantanea de las siguientes funciones en los puntos que se indica.

a) f(x)=x*-1enx=3 b) f(x):XT_1 en x=-2 ¢) F(x)=+/x enx=1

Calcula la pendiente de la tangente a la grafica de las siguientes funciones en los puntos que se indican. §Qué
angulo forma la tangente con el eje de abscisas? Halla la ecuacion de la normal.

a) f(x)=3x+2 enx=2 b) f(x)=vx*+1 enx=0

Dadas dos funciones f(x) y g (x) de las que se conoce f(2) = g(2) = 1, g‘(1)=—%, g'(2)=—%, f'M=2vy
f'(2) =4, calcula:

a) (F+g)'(1) b) (Fg)(2) o) @ @) d) (Fog)'2) &) (go)'2)

ax®’+bx-1 si x<1

. sea continua y derivable en todo R.
2bx —2 si x>1

Halla los valores de a y b para que la funcién f(x)= {

Si f'(x)= x-e* en (0, +), calcula la derivada de la funcion f(x) en x = In 4, es decir, f'(In4), y la ecuacion de
la recta tangente a f(x) en ese punto.

Calcula la derivada de las siguientes funciones trigonométricas:

a) a(x)=cos?(x) c) c(x)=cos(2x)tg(2x) e) e(x):arctg(%j
b) b(x)=arcsen(x?) d) d(x)=sec’x f) f(x)=ar°t9(t_§]

Calcula la derivada de las funciones:

a) a(x)=5% c) c(x)=In(e”) e) e(x)=arctg(Vx) 9) g(X)=|og( 21 j
x°—-3x
b) b(x)=(x—-1)e* d) d(x)=3"%x° f) F(x)=Invx h) h(x)=In [1-senx
1+senx

La curva de ecuacion x® +3x2y +y?+28 =0 pasa por el punto (—2, —2). Calcula la derivada de la funcion y en
ese punto. ¢Cual es la ecuacion de la tangente a la curva en ese punto?

Halla la derivada de las funciones siguientes aplicando la derivacion logaritmica.

a) f(x)=¥5-4x b) g(x)=(3x+1)*"

Halla la funcion diferencial de las siguientes funciones:

—7x+4
a = b) x=Asen(wt+
) Y 45 ) (ot +p)

Utiliza diferenciales para aproximar el valor de 3,001° — 4 - 3,001° - 3 - 3,001 y compara el resultado con el
numero obtenido directamente con la calculadora.
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Soluciones propuesta A

1. TvMflo,2]= A=) _0=(4)
2-0 2
R

3

2. a) TVI(—1)=!m(_1+—Z)+1 = lim(* ~3h+3)=3

h-2_
b) TVI(=2)=lim-A=1 — —jim—_ =1
h—0 h h—0 h —1
o) TVIR)=lm¥4th=2 . 1 _1
h-0 h >0 J4+h+2 4

3. a)tgo=m=f'(1)=3 = a=7133'54"
Ecuacion de la tangente y —1=3(x-1)

-2

b) m=F)= =y

_— =0 =153°26" 6"

Ecuacion de la tangente: y—1= —%(x +1)

4. a) (f+9)'-1)=f'-1)+g'(-1)=-1

b) (fg)'(2)=1'(2)9(2)+f(2)g'(2) =
=4 (-1)+3-0=—4

0 [L] (2)- F(292)-F2)0'2)
g [9(2)]

d) (fo9)'(2)=f"(g(2))g'(2)=f'(-1g'(2)=0

e) (9°1)'(2)=9g'(f(2)f'(2)=g'(-1f'(2)=-12

5. Para que sea continuaen x=0,

lim f(x)= lim f(x)=f(0)=>1=»b
x—0" x—0"

Para que sea derivable en x = 0, las derivadas

laterales deben coincidir:

f(0)=f'(0")=0=a =

N f(x):{x3+1 si x<0

1 si x>0
6. F(X)=— g'(X)=——. h'(x)=2x
' 2x*’ 2x+1’
1 2
oh)'(2)=g'[h2)]h'(2) = ——-4 ==
a) (g )()g[()]()2\/§ NG

b) (hegf)'(1)=h"[g(f(1)] g'(f(1))f‘(1)=-%

2
2x%\1+ 2x2

d) (geofoh)'(x)=

©) (Foh-g)(4)=F[h(g(4)] h'(g(4) '(8) =~

7.

10.

1.

12

fc)=—9=c*+c-11=-9=c=1
f'(x)=3x*+1=f'(1) =4

(fof )(x)= x . Derivando:
fr(F700)(F 1)) =1=

= (7)o f'(f11(—9)) B f'21) :%
a) a'(x)=sen2x d) d'(x) = —=2%

1-x*
b) b'(x):ﬁ e) e'(x)=2sec?(2x)
) c‘(x):% f) f'(x):;—f sec? [%)
a) a'(x) = -thx e) e'(x)=e*(x+1)
b) b'(x)= 22X _inx.senx ) f'(x)=1

c) ¢'(x)=—-(1+Inx)sen(xIn x)

d) d'(x)=2e?* g) g'(x)=2" (In2-x2 +2x)

h) h(X)=|n\/I=—llnx: h'(x):_i
X 2

_s(4)-s(1) _47-2

" =15 ms™
4-1 3

a) v

b) v,=s'(2)=6-2=12ms”
dx

y=Inx=dy=—, f(x+dx)=f(x)+dy
X

In(54) = In(50)+%-4 =3,912+0,08 = 3,992

_|3,992-3,98898|
- 3,98898

Er =0,0756%

In(46) ~ In(50)+%(—4) =3,912-0,08 = 3,832

3,832-3,82864
Er= @-100 =0,0877%
3,82864

In(40) = In(50)+%-(—10) =3,912-0,2=3,712

_|3.872-3,68888|
a 3,68888

cuanto mas lejos de x = 50, mayor es el error.

Er 100 = 4,96%

1% =%nr3 , dV =4nridr

AV =dV =4712%0,03 =1,508 m®
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Soluciones propuesta B

_f()-F(=3) _1-(-27)

TVM f[-31] = =7
B==5 4

3 3
TVMf[a,a+h]:W:h2+3ha+3a2

2_ —

a) TVIE3)=lim BN =1=8 _yhi6)=6
h—0 h h—0
2+h-1_3
b) TVI(=2) = lim—=2+h 2 _jim 1 _
h—0 h h—>02(h_2)
Ji+h-1 1 1

o) VI =tm > i =
)T 0 A+h+1 2

a) m=f'(2)=3=tgo = o =71 33' 54"

Ecuacién de la normal: y -8 = —%(x—2)

0
VO +1

La tangente es horizontal y la normal es la
recta vertical x = 0.

b) m=f'(0)= =0=tgo=0= a=0°

1) y—o.(_3)_5
a) (f+g)(1)—f<1)+g<1)—2+[ 4j >

b) (fg)'(2>=f'(2>g<2>+f<2>g-<2>=g

o) (Lj ()~ [(2R)-F20'@) _13
g [9(2)] 3
d) (fog)'(2)=f(g(2))-g'(2)=r'() g-<z):_§

e) (gof)'(2)=g'(f(2))f'(2)=g'(Nf'(2)=-3
Si x # 1, fes derivable al estar definida por
polinomios. Para que sea continua en x = 1:
lim f(x) = Iim+ fx)=f()=>
X::1a+b—1):;b—2:>a:b—1

Para que sea derivable en x = 1, las derivadas
laterales deben coincidir:

f(1N)=f'(1")=>2a+b=2b=2a-b=0

a-b=-1

Y de aqui: {Za—b:O

=a=1b=2

fc)=Ind=c-e°=Ind=c=In2
(F)(x)=e*(1+x)=(f")(In2) =2(1+In2)

(f - f)(x) = x . Derivando la funciéon

compuesta:
(F)(FONF(x)=1=F'(In4) =
1 1 1

(F7')(Fn4))  (f')'(n2) 2(1+In2)

Actividades complementarias E
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10.

1.

12,

Ec. tangente: y—-In2=

1

2(1+|n2)(x_|n4)

a) a'(x)=-sen2x c) c'(x)=2cos(2x)

b) b'(x)= 2x4 d) d'(x)=2tgx sec?®x
1-x
, __l. 1 _ -1
®) ex)= x2 (1)2 x? +1
1+ —
X
-2 1 -1
) F1(x) = : -
) £'(x) (1+X)2 1+(1—X)2 1+ x2
1+ x
\ x : 1
a) a'(x)=2In5-5% e) e(x):m
b) b'(x)=x-e* f) f’(x):i
2x
vor oy —2X+3 L
c) c'(x)=1 g)g(X)_—(x2—3x) 10

d) d'(x)=3*x*(xIn3+3)

h) h(x)= %[In(1 —senx)-In(1+senx)]

. 1| —cosx CoSs X 1
h'(x)=— - =-
2|1-senx 1+senx Ccos X
- 2_
3x2+6xy+3x2y'+2yy'=O:y'=M
3x°+2y

f'(-2,-2)= —% . Ecuacion: y+2= —%(x+2)

a) Inf(x)= %In(S —-4x)=>

AL —izln(5—4x)+_—4

f(x) X x(5—-4x)

o) = 2B —aw | (s —4
f'(x)=%5-4x { -z In(5-4x)+ x(5—4x)}

b) Ing(x)=2x-In(3x +1) =

:g'(x):(3x+1)2"{2ln(3x+1)+ 6x }
3x+1

_ -39
(x+5)?

b) dx = Amcos(ot + ¢, )dt

)dy

f(3+dx)=f(3)+Ay =f(3)+dy
dy = (5x* —12x*> -3)dx ; dy(3)=294dx

f(3,001)=3,001° —4-3,001* —3-3,001 =
~ f(3)+dy =126 +294-0,001 = 126,294



m Funciones derivables

10.

1.

Propuesta A

La funcién f(x)=./In(cos x) existe para infinitos valores de x, pero no es derivable en ninguno. ¢ Por qué?

Estudia la derivabilidad de la funcion f(x)=|x3—3x2|+5x—3 haciendo un estudio especial en los puntos

x=0y x=3.

Halla la ecuacion de la tangente a la curva y =x*>-5x+6 que sea paralela a la recta de ecuacion
3x-y+1=0. ¢Cual es el punto de tangencia?

Dada la funcion f(x)=3x*+4x -3, halla el valor medio establecido por el teorema de Lagrange en el intervalo
[1, 3].

3x2+3 si x<0

. cumpla las hipotesis
xX*+mx+n si x>0 P P

Calcula el valor de m, ny k, con k <0, para que la funcién f(x) :{

del teorema de Rolle en el intervalo [k, 1] y determina el valor x = ¢ que verifica la tesis del teorema.

Determina los valores de a y b para que la funcién f(x)=1 x—-3 si x<1 cumpla las hipoétesis del teorema

x2+b si x=1
de Lagrange en el intervalo [-1, 2] y halla el valor intermedio correspondiente.

Calcula los limites siguientes:

o x*—4x?-12x . e*—cosx
a) lim——>——— c) lim ——=
x=0 X°—6x x-0" 1—cos” x
. xe¥ —e¥ —x+1 . 1-cosx
X! e — X— X
e’ -1

De todos los sectores circulares de perimetro 4, determina la amplitud y el radio del que tiene area maxima.

La produccién de cierta hortaliza en un invernadero depende de la temperatura del mismo, segun la expresion
Q(x) = (x + 1)%(32 — x) en donde x representa la temperatura en °C y Q(x) la produccion de hortalizas en kg.
Se prevé que la temperatura no pueda bajar de 0 °C para evitar las heladas.

a) ¢ Cuadl debera ser la temperatura éptima del invernadero para obtener la mayor cantidad de hortalizas?

b) ¢ Qué cantidad de hortalizas se obtendra en este Ultimo caso?

Estudia la curvatura y determina los puntos de inflexion de las funciones:

X% +1

X

a) f(x):x—%—3|nx b) f(x)=

Determina los extremos relativos y los intervalos de monotonia de las funciones:

a) f(x)=|nTX b) f(x)=vx?-2x+5

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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10.

1.

Propuesta B

La funcién f(x)=./senx—1 existe para infinitos valores de x, pero no es derivable en ninguno. ;Por qué?

kx — x? six<2

. sea derivable en x = 2 vy, si fuera
x*-3x>+6 six>2 y

Determina el valor de k para que la funcién f(x):{

posible, calcula la ecuacion de la tangente a la grafica de la funcién en ese punto.

Desde el punto P(1, 0) se trazan las tangentes a la curva de ecuacion y = x*+2 . Determina los puntos de
tangencia y las ecuaciones de dichas tangentes.

Determina la ecuacion de la parabola que pasa por los puntos A(0, 1), B(2, 3) y C(-2, 7) y halla un punto en el
segmento de parabola de extremos A y B en el que la tangente a la curva sea paralela a la cuerda determinada
por Ay B.

3x si x <1
ax>+b(x-1)+4 si x>1
del teorema de Rolle en el intervalo [-2, k] y determina el valor x = ¢ que verifica la tesis del teorema.

Calcula el valor de a, by k, con k > 1, para que la funcién f(x) :{ cumpla las hipétesis

Demuestra que para cualquier numero real p, la ecuacién 2 + x + p = 0 tiene una y solamente una solucién
real.

Calcula los limites:

- xX*+4x*+4x . tg2x - x
a) lim ——s—— c) lim—
x>-2  3X°+6x x-0 x —sen22x
e’ -1 . a‘-b*
b) lim d) lim
x=>0senx x—0 X

Dado un segmento AC =a, dividelo en dos partes AB y BC de modo que construyendo un cuadrado ABED
sobre AB y un triangulo equilatero BCF sobre BC la suma de sus areas sea minima.

Halla, utilizando métodos de optimizacion de funciones, la distancia del punto P(2, 1, 6) a la recta de ecuacion
x=1-2k

r:qy =-2+k . Determina el punto de la recta mas proximo al punto P.
z=2+2k

Estudia la curvatura y determina los puntos de inflexion de las funciones:

a) f(x)=+x*-2x+5 b) f(x)=|nTX

Determina los extremos relativos y los intervalos de monotonia de las funciones:

2
a) f(x):xej1 b) f(x):x—§—3lnx

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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6.

Soluciones propuesta A

El dominio D(f) = {x € R, x = 2kn, k € Z} esta
formado por puntos aislados. Por tanto, la
funcién no es continua ni, por ende, derivable,
en ningun punto.

La funcién es composicién del valor absoluto y
funciones polinédmicas; por tanto, es continua
en todo Ry derivable excepto, quizas, en x =0
y en x = 3, valores que anulan el polinomio
afectado por el valor absoluto.

. —x*+3x*+5x
lim =
x—0 X

5

£1(0) = lim 1)

x—=0 X

—-f(0) _
-0

En x = 3 se estudian las derivadas laterales.

3 2
£1(37) = lim f(x)—;(?:):"m -x"+3x“+5x-15 _
x_

x—3" x—-3 xX—-3

~im &30 _in5_x7) = 4
x—3 (X—3) x—3

x°*-3x*+5x-15 _

£1(3°) = lim f(x):;(?’) = lim

x—3" X x—3 X—3
_ 2
— jim X=3)(X" +5) _ lim(x*+5) =14
x—3 (X—3) x—3

Por tanto, f es derivable en R — {3}.
m=f'(a)=>3=2a-5=>a=4

f(a) =f(4) = 2. El punto de tangencia es
(4, 2) y larecta tangente y —2=3(x-4).

La funcion f(x) es continua y derivable porque
es polindmica, por tanto, existe ¢ € [1, 3] tal

e f®)-f(1) _36-4 =16=f'(c)=6c+4 =
3-1 2

=c=2e(13)

qu

La funcién debe ser continua en [k, 1]y
derivable en (k, 1). Basta con estudiar en x = 0:

lim f(x)=lim f(x)=>3=n

x—0" x—0"

f'(07)=f'(0")=0=m
1

Ademas f(k)=f(1)=3k*+3=4=k :—\/;

El valor de ¢ que verifica la tesis es ¢ = 0, ya
que Oe [—\/g 1] y f'(0)=0.

. . a

lim f(x) = lim f(x):>—2= 1+b

x—=1 x—1 —

f‘(1’)=f‘(1*)3_7a=2:>a=—8,b=3

f(2)-f(-1) _7-2 _5

=—=f'(c).

2+1 3 3 ©)
Hay dos posibilidades: S = LZ =c=3% 24
3 (c-3) 5

10.

1.

Pero solo ¢ =3—- /2?4 e(-11)

De la otra posibilidad, gz 2c=>c= ge (1 2)

x° —4x*-12x 3x*-8x-12 _

a) lim 3 = lim 2
x>0 x°—6x x>0 2x-6
. oxe¥—e¥—x+1 . 2xe*” —e* -1
b) lim > =lim 3 =-1
x—0 e X -1 x—0 2e*
. e*—cosx e’ +senx
c) lim —— = lim = oo
x>0 1-C0S“ X  x-0" 28eNn X Ccos X
. 1-cosx sen x
d) lim > =lim—— =
x—0 (ex_1) x->02e (e _'])
. COoS X 1
= m X X X X =5
x=02e*(e* —=1)+2e*e* 2
r? 4-2r

Sz—a.Pero 2r+or=4=o=
2 r

S:1r24—2r
2 r

=2r-r’=8'=2-2r

El dominio de la funcién es (0, 2) y la derivada
seanulaparar=1yS” (1) <0, por lo que hay
un maximo relativoparar=1y o = 2.

El dominio es D(f) = [0, 32] ya que no puede
haber una produccion negativa. La derivada es
Q'(x) =3(x +1)(21- x), que se anula para
x=21¢e D(f). Como Q(0) = 32, Q(21) = 5324 y
Q(32) = 0, la maxima produccion es 5324 kg y
se consigue a 21 °C.

a) D() = (0,+)

0 % +oo
2 3
f'(xX)=1+——-— ” _
()= 1+ 7 +
" —-4+3x a
fr(x)=—73 4
X Punto de inflexion: 3
b) D(fy=R
o 1 3 4o
p— 2_ Lh
f'(X) = —2X )j 1 f + +
€ fluln| u
) < x> —4x+3
)= Ptos. de inflexion:1, 3
a) D(f) = (0, +~) 0 . .
Inx f + -
fx)=—~ f crece | decrece
f'(x)= 1=Inx Maximo relativo: e
X2
b) D(f) =R oo 1 4o

f - +
f(x)=+x*-2x+5 7

decrece | crece
x-1

X)) — 2
&) Vx?2-2x+5

Minimo relativo: 1
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Soluciones propuesta B

El dominio, D(f) = {x € R, x = %+ 2kn, k e Z),

esta formado por puntos aislados. Por tanto, la
funcién no es continua ni, por ende, derivable,
en ningun punto.
Para que sea derivable ha de ser continua.

lim f(x)= lim f(x) > 2k-4=2= k=3

X—2"

x—2"
Parak=3, f'(27)=-1y f'(2")=0, fnoes
derivable en x = 2 = no tiene tangente.

Las tangentes en el punto A(a,f(a)) tienen
una pendiente m=f'(a)=2a, luego su
ecuacion es y = 2a (x — 1) ya que pasa por el
punto (1, 0). La interseccion de la tangente con
la curva tiene que ser un unico punto.

2
{}{f’z(a(‘;z_,l):x2—2ax+2(a+1):0. Como

la solucion es doble, el discriminante es
cero:4a? —8(a+1)=0=a=1+3

Para a=1++/3 , el punto de tangencia y la
recta tangente son, respectivamente,

A(1++3,6+2V3) e y =(2+2V3)(x-1).

Para a =1- \/g el punto de tangencia y la
recta tangente son, respectivamente,

A(1-+3,6-23) e y =(2-2V3)(x-1).

La ecuacion sera f(x)=ax?+bx+c.

c=1
Resolviendo el sistema {4a+2b+c=3
da-2b+c=7
se obtiene f(x)=x?—x+1.
; ;—f(c):1—2c 1=c=1€(0, 2)

lim f(x)= lim f(x) >3=a+4=>a=-1

x—1 x—1"

f'(1)=f'(1")=>3=-2+b=b=5

f(-2)=f(k) = —6=—K2 +5(k—1)+4 = k = 5+2£
f'(c)=0:—20+5:0:>c:ge (-2, 5*;’\@}

Si se considera la funcién f(x)=2x>+x+p

cuya derivada, f'(x)=10x*+1>0 Vx, indica
que es monotona creciente. Como
lim (2x°+x+p) =—

X——c0

lim (2x° + X+ p) = +eo, la funcion corta solo

X—>+oo

una vez al eje de abscisas.

Actividades complementarias E

7.

10.

1.

X +4x% +4x

a = = -7 -
) x>-2  3x°+6x x>2 6X+6

X

et —-1
b) lim = lim
x-»0senx x-0cosx 1

o lg2x - x 2sec’2x-1
x—>0 X— sen2x x-0 1-2cos2x

a¥-b* . a*lna-b*Inb a
= lim =In

x—0 X x—0 1
Llamando x = BC, F E p
AB =a-x
Lado del cuadrado:
l=a-x

) . A B c
Area total = Area triangulo + Area cuadrado:

NER

S=S1+SZ=—X +(a—-x)?, con D = (0, a)

S':ﬁx_z(a_x)=0 :}Xa:i. Como
2 4443
2
J3a >S(x,)= 43 +9 a’
4 (4+\B)
\/ga 4a

Area minima;: AB=——"_ BC =

4443 4443

Punto genérico de r: A(1-2k, —2+k, 2+2k).
Hay que minimizar

d(k) = |P—A| = (1= 2k)2 + (=3 +k)? + (-4 + 2k)?
9(k-1)
9k? —18k +26
el minimo de d(k):

S(0) = a*>S(a) =

d'(k)= =0 = k=1,queda

)=17 y A1, -1, 4).
a)D(f) = R, f'(x)zx—_1
(x? —2x +5)?

Frx)=———% 50 vxeR

(x? —2x +5)°
f no tiene puntos de inflexién y es céncava
hacia arriba (U) en todo R.

b) D(f) = (0, +<)

Inx e et e
Fix)= T T s
f,,(x)=—3+§lnx f Nl u
X Inflexion: \/eT’
~(x=1Y
a)D(f)=R, f'(x)=———<0 VxeR=f
e*
siempre decrece y no tiene extremos relativos.
b) D(f) = (0, +eo) —o 1 2 oo
5 f’ + — +
f'(X) = L;H—Z f |crece| decrece |crece

X Maximo relativo: 1
Minimo relativo: 2



m Representacion de funciones

Propuesta A

1. Determina el dominio, los puntos de discontinuidad, los puntos singulares y los puntos criticos de las siguientes
funciones:

x—1

a) 100 = x* +3x%

b) g(x)=In(sen(2x))

2. Halla los puntos de corte con los ejes y el signo de las funciones:

a) f(x)=1+tgx b) g(x)=2_ex
2+e
3. Determina el periodo de las funciones:
a) f(x)=sen3x b) g(x)=4cos2x+sen3x
4. Estudia las simetrias de las funciones:
x* +2x? e +e™*
a) f(x)=—5—— b) g(x)= ¢) h(x)=In(x?*-1)
Xx“ -9 XCOS X
5. Halla las asintotas de las funciones:
2x° 4+e"
a) f(x)= 5 b) g(x)= p
1+ x 1-e

6. Representa conjuntamente las graficas de las funciones polindmicas f(x) = %(x3 —3x) , F'(x)y F"(x).
7. Realiza el estudio completo de las siguientes funciones polindmicas y represéntalas.
a) f(x)=x*-3x*-4 b) g(x)=3(x-1)—(x-1)°

8. Representa las siguientes funciones racionales e irracionales tras realizar el estudio completo de las mismas.

a) f(x)=2X=% b) glx)= ! ) h(x)=Vx*-x—6

x+1 X-2

9. Haz un estudio completo y representa las siguientes funciones:

a) f(x)=(x+2)e* b) g(x)=In(x*+x-2)

10. Realiza el estudio completo de las siguientes funciones trigonométricas y represéntalas.
a) f(x)=cos? xsenx b) g(x)=senxtgx

11. La grafica de la derecha corresponde a una funcion f(x). Representa, razonadamente, Y
las graficas de las funciones:

a) —f(x) c) 2 + f(x) e) F(x) \

b) 2f(x) d) f(x +2) f) f(%j

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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Propuesta B

1. Determina el dominio, los puntos de discontinuidad, los puntos singulares y los puntos criticos de las siguientes

funciones:
x-3 x-3
a) f(x)= b X)=
) f(x) 2 ) 9(x) 2
2. Halla los puntos de corte con los ejes y el signo de las funciones:
a) f(x)=2-In(x—1) b) g(x)=>"2
3. Determina el periodo de las funciones:
2 X X
a) f(x)=sen”x+cosx b) g(x):[E—Ent(ED
4. Estudia las simetrias de las funciones:
In|x* -5 X% +2x
a) f(X)=u b) g(x)= 7 c) h(x)=tg(x*+1)
5. Halla las asintotas de las funciones:
a) f(x):x—E—BInx b) g(x)=vx*-x
X

6. Representa conjuntamente las graficas de las funciones polindmicas f(x):%(4x2—x4), fiix) y f"(x) y

compara el signo de f'(x) y f"(x)con el crecimiento y la curvatura de f(x).

7. Representa las siguientes funciones polindmicas tras realizar un estudio completo de las mismas.

a) f(x)=x*-3x+2 b) g(x)=(x+1)—(x+1)

8. Haz el estudio completo y representa las siguientes funciones racionales e irracionales.

a) f(x)=2);_+44 b) g(x):xzx_1 c) h(x)=+9-x?

9. Realiza el estudio de las funciones siguientes y represéntalas.

a) f(x)=(x*-1)e" b) g(x)=In(4-x%)

10. Representa las siguientes funciones trigonométricas tras realizar su estudio completo.

a) f(x)=; b) g(x)=sen®xcosx
sen(2x)
11. La grafica de la derecha corresponde a una funcién f(x). Representa, razonadamente, Y

las graficas de las funciones:

a) —f(x) c) fix) -3 e) f'(x) /\/
f(x)

b) = d) f(x + 3) f) f(2x) .

MATERIAL FOTOCOPIABLE
Actividades complementarias E 49



Soluciones propuesta A

a) D(f) = R — {-3, 0}. Es continua en todo D.

f'(x)=

2(3— xY?
X (x+3)

= puntos singulares y

criticos: x = +/3

b) D(f)={xe R/sen2x >O}=(kn, kn+gj,ke z

Continua en D(f). g'(x)=2cotg(2x) = ptos.

singulares y criticos: x = %(2k +1),ke Z

a) Eje X: [—%+kn,0]  keZ Eje Y:(0,1)

f(x)>0 si xe (—%+kn, g+kn],ke z

b) Eje X: (In 2, 0). Eje Y: (o,%)

g(x)>0sixe (2, +)

a) f(x)=sen3x =sen(3x+2n) = sen[3[x+%jj

Periodo T = %

b) g(x)=4cos2x+sen3x = gi(x) + g2(x)

T.=nT, =2—;:> T=m.c.m.(T,T,)=2rn
3 2
a) f(-x) =%2X # +f(x) = Ni par ni impar
X —
b) g(—x)= _e te —g(x) = Impar
—XCos(—x)

¢) h(-x)=In((=x)? =1) = h(x) = Par

a) f(x)= 1+x

2x°
=

2x

X% +1

. Solo tiene la

asintota oblicua y = 2x.

b) Vertical en x = 0, al ser Iirrgg(x) =too .

Horizontales:

lim =4=>y=4
xa—oo']_
lim 1 =—1=y=-1

50

Actividades complementarias

7. a) v b) Iy
5 X 1
\
) X
VAN
VARV
8. a)D(f)=R-{-1} 5
Cortes: (2, 0), (0, 4) SeEculll EEEEEN
AV: x=—1, AH: y=2 0 X
b) D(g) = R - {2} v
A\
Cortes: [01] ‘
2 2
20N X
AV: x=2,A0: y = x+2 \
€) D(f) = (—eo, =2) U (3, +0) v y,
/’
Cortes: (-2, 0), (3, 0) /-
AO:y=x—%,six—>+<>o 2 ¥
y= l— X, SiX— —oo
> ,
9. a)D(Hh=R M
Cortes: (=2, 0), (0, 2) |
AH: y =0, si X - —oo /
0 X
b) D(g) = (—e=, =2) L (1,+e0) v
Cortes: no hay T 2
AV:x=-2,x=1 *
10. a) Y b) [ YT
S n ixuman [l ant iy
i ,T,,*,,\‘T,,
I
1. a)| Y] c) ¥ e) i
(; X 1 L
0 X
b) Y\ d) Y f) Y
o x 5
5 %

E Actividades complementarias




Soluciones propuesta B

a) D(f) = (—e,—2)U[3,+ ). Continua en 7.
D(f) — {3}. f'(x) =g(x+2)_%(x—3)_% #0=no

hay puntos singulares. Tampoco hay criticos.

b) D(g)=[3,+ ). Continua en D(g) — {3}.

3 1
g‘(x)=g(x+2) 2(x—3) 2% 0 = no hay
puntos singulares. Tampoco hay criticos.

a) Eje X: (1+¢€%,0). Eje Y: no hay.
f'(x)>0 si xe (1, 1+€?)

b) Eje X: (=2, 0). Eje Y: (0, 2)
g(x) > 0'six e (2, +oo)

a) f(x)=sen’ x+cos x = f,(x)+1,(x)
T,=n,T,=2n=T=m.c.m(T,, T,)=2n

b) T = 2 porque

h(x+2)=[x;2 —Ent(XTﬂ)jz

=X 1-Ent| Z41]= X —Ent| X | = hx) .
2 2 2 2

a) f(-x) = nx* 5] = —f(x) = Impar

p— 3 p—
b) h(-x)= );2—_?)( =—h(x)= Impar

c) h(-=x)=tg((-x)* +1) = h(x) = Par

a) Vertical en x = 0, ya que

. 2 .
lim (X———3Inx = lim
x—0" X x—0"

X

2 _ 2 _
b) m, = lim XX =X 4, m_ = lim XX =X

X —>+o0 X X——o0 X

. . FX
n, = lim (\/xz—x;x)z lim —2 =%
S o X —x + X

y= x—1 Si X — +oo
Asintotas oblicuas: 21
y=-X +§ Si X — —oo

b)

iy

|
|
|
SN
|

[N

A
N
L

—
e
T
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(—2—3xlnx)__oo 10.

1
2 1.

a) v b) -

f \
\l/ 2
0 X \

\
|
I
a)D(f)=R-{-2} frY
Cortes: (4, 0), (0, -1) 4
O,
1
AV:x=—2,AH:y=E {
I
b) D(g) =R -{-1, 1} ‘\Y ‘\
\
Cortes: (0, 0) - N
AV:x=—1,x=1 ~ N
AH:y=0 \\ \\
c) D(h) = [-3, 3] ’
AT
Cortes: (=3, 0), (3, 0), ()
O
(0, 3)

a)D(f) =R v
Cortes: (-1, 0), (1, 0), 'f
0, -1) L
AH: y =0, si X > —oo

b) D(g) = (-2, 2) Y
Cortes: (0, In 4) SoRN
AV:x=-2 x=2 oA

) R D

A 1
U UL ~] -

T ol X 0 N
TAVEITA\RETAY i

IR R

I I

IR EIN I

vl c) Yt e) M

5 X o) ot

vl d Ny

5 X 5 o

En el apartado e se representa la .
correspondencia inversa de f al no existir f .




m Calculo de primitivas

Propuesta A

1. De todas las funciones primitivas de f(x)=15x?-2, escribe la expresion algebraica de la que pasa por el
punto P(-2,-23).

2. La funcion f(x) tiene un maximo relativo en el punto M(-3, 17) y su derivada segunda es f"(x)=6x+6.

Determina de qué funcion se trata y halla las coordenadas del punto de inflexién y del minimo relativo de la
misma. ¢ En qué punto corta la grafica de la funcién al eje de ordenadas?

3. Enun determinado movimiento se sabe que la aceleracion es constante a = -10 ms~? y que a los 2 s el mévil se
encuentra en una posicion s(2) = 25 my lleva una velocidad de 15 m/s. Determina:
a) La expresion de la velocidad en cualquier instante.
b) La velocidad inicial.
c) La expresion de la posicion en cualquier instante.
d) La posicion inicial.

e) La posicién y la velocidad a los 4 segundos.

4. Calcula las siguientes integrales:

a) b dx c Iﬂ dx e) .f ! dx
X+1 3+senx x Inx

1 1 2 x2+2 X

b) I — +—+1+x+x" | dx d) Ix-e dx f) j dx
XX x?+1

5. Resuelve aplicando el método de integracion por partes las integrales:
a) [cos®x dx b) [(Inx)’dx c dx
) J. ) -[( ) ) -[sen2 X

6. Resuelve por descomposicion en fracciones simples las integrales de las funciones racionales:

4 2x-1 2x+2
a) j dx b) ‘f X~ dx c) -[(xx—+1)2 dx

x> —4 X+2

7. Calcula las integrales de las funciones racionales:

x -1

x-1
O [eraxia® ) [ eraxes

2) -[x +4x+3 x*+4x+4

8. Calcula las integrales de las funciones racionales con raices complejas en el denominador:

2x3 1 3x%+4x-1
a ax b) | —dx ax
) J.1+x2 ) J.x2—2x+5 ©) I -x*+x-1

9. Calcula las integrales de las funciones trigonométricas:

1+senx COS X
a) |tg® xdx b) c dx
) jg J.1 senx ) Isenzx
10. Calcula las integrales:
1 1
a) [———adx b) [sen? x-cos? x dx c dx
) J‘1+cosx ) j )j1+ex

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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10.

Propuesta B

Escribe la expresion algebraica de la funcion F(x) sabiendo que f(x)=F'(x)=senx+cosx Yy que pasa por €l

T
t —,=2].
punto 0(2 j

La derivada de una funcion f(x) es f'(x)=6x*-4x+5 y se sabe que la funcién pasa por el punto P(1, 0). Halla
la funcién y calcula f{0).

En un determinado movimiento rectilineo la velocidad en funcion del tiempo viene V(m/s)
dada por la grafica de la derecha. Ademas se sabe que para t = 4 s, el movil se
encuentra en la posicion s(4) = 50 m. Determina:

a) La velocidad inicial.

b) La expresion de la velocidad en cualquier instante.

)
c) La expresion de la posicion en cualquier instante.
d) La posicién inicial.

)

e) La aceleracion.

Calcula las siguientes integrales:

a) [(10x+x) dx c) jmdx e) j5':xdx
b) [(x*+2%x) ax d) [e"(e*+2)" ) jz)();:?dx

Resuelve aplicando el método de integracion por partes a las siguientes integrales:

) jarcthxdx b) I(x+1)e‘dx c) flnxzdx

Resuelve por descomposicion en fracciones simples las integrales de las funciones racionales:

X+5 2x+1 X+2
b dx
)J.x+x2 )Ix+4 )-[(x+1)
Calcula las integrales de las funciones racionales:
x-1 x-1
a b) | =———adx c) | ———dx
) -[ 6x+8 ) Ix2—6x+9 ) Ix2—6x+10

Calcula las integrales de las funciones racionales con raices complejas en el denominador:

a) J.4+x2 ) IWX)H—SdX °) -[ 4Xx_:(—j(31
Calcula las integrales de las funciones trigonométricas:

a) fsenchos(Zx—S) dx 'ftz%dx c) I%dx
Calcula las integrales:

a) jmdx b) J's%qux c) fx\/mdx

Actividades complementarias E 53
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Soluciones propuesta A

F(x):j(15x2 ~2)dx =5x°-2x+C
F(-2)=5-(-2)° —2-(-2)+C =-23 =
=C=13= F(x)=5x*-2x+13

f"(x)=6x+6 = f'(x)=3x>+6x+C. Como
hay un maximo relativo en x = -3, entonces

f'(-3)=0 =>C=-9yes f'(x)=3x>+6x-9.

f(x)=x>+3x*-9x+K ycomo f(-3) =17 =
=K=-10= f(x)=x*+3x>-9x-10.
Inflexiéon: 6x+6=0= x=-1=1(-1,1)
f'(x)=3x*+6x-9

x, ==3, maximo (-3, 17)
= .
X, =1, minimo(1,-15)

Punto de corte con el eje Y: P (0, —10)
v=[adt=[-10dt=—10t+C,

v(2)=156=C=35
s:jvdt:j(-10t+35)dt:-5t2+35t+k
$(2)=25=-20+70+K =25= K =25
a) v(t)=-10t+35m/s

b) v, =v(0)=35m/s

c) s(t)=-5t*+35t—-25 m

d) s,=s(0)=-25m

e) s(4)=35m, v(4)=-5m/s

a) I=6In|x+1+C

2 3
b) I=—l+ln|x|+x+x—+X—+K
X 2 3
c) I =In|3+senx|+K

d) =—I2xex*2dx 1X2*2+C
2
1 1
e) I=f;~mdx=ln|lnx|+c

f) I=Vx*+T +C
a) I =senx cosx+jsen2xdx:senxcosx+
+_|'(1—coszx)dx=senx cosx+x—I=

X +SEenx cosx
:lsz

b) I =x(Inx)® —j3(|n x)2dx

= x(Inx)* ~3x(Inx)? + [6Inxdx =

= x[(mx)3 ~3(Inx) +6|nx+6]+c
c)l= —xcotgx+jcotgxdx =

=—xcotgx +In|senx|+C

10.

X-2
X+2

+C

a)l:j( 1 1 jdx:ln
X-2 x+2

b) 1= 2-—5_ldx=2x-5In|x+2]+C
xX+2

2X+2 2x-2+4
R e e

:I[L+L2]dx:2ln|x—1|—i+c
x-1 (x-1) x -1

a)J. —I( jdx=
x? +4x+3 x+3 X+1
=2In|x+3|-In|x+1+C

X+2- 3 3
b) 1= xr2f X7 I[Hz (x+2) ]dx:
=In|x+2/+3(x+2)"+C

0 1= [2rA6 A 2crd

29 x*+4x+5 27 x*+4x+5
—j%dx=lln(x2+4x+5)—
1+(x+2) 2
—3arctg(x+2)+C

a) I=|2x- 2X ) gx = x? —In(x? +1)+ C
x2+1

1 1
I=f—1 _ax=2
I4+(x—1)2 2

3 4
I={——+ dx =
°) J.[x—1 x2+1j X

=3In|x-1+4arctgx+C

x -1
arctg——+C
g 2

a) I=J[(1+’[g2 x)—1]dx=tgx—x+C

(1+senx)’ ( 1 2senx
b I = —dx = _—t +
) -[ 1-sen®x -[ cos’x cos®x

1-cos? x

cos? x

jdx= 2tgx+2secx—x+C
c) I='[sen’2xcosxdx=—cosecx+C

1-2
1+¢

:t+C:tg(£j+C
2

a)Si t=tg§:dx= 2t y cosx=

1412
1 1+12 24t

/= dx = .
I1+cosx J 2 1+f

b) Iz%'[(Zsenxcosx)zdx = %jsen2 2xdx =

2111—cos4de:%(X_se:4xj+c

c) /=jﬂdx=:j(1— exxjdx:

1+e

—In(1+ex)+C
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Soluciones propuesta B

F(x):J(senx+cosx)dx:—cosx+senx+C

FIX|=-cost+sent+C=1+C=-2 =
2 2 2

C=-3= F(x)=—-cosx+senx—-3

La funcion es f(x)=2x*-2x*+5x+K porque

su derivada es f'(x)=6x*—-4x+5 . Para
hallar la constante K, se impone f(1) =0 =

= K=-5.

f(x)=2x%-2x2+5x-5 =f(0)=-5

a) De la gréfica: v, =v(0)=4 m/s

b) De la grafica: v(t)=2t+4 m/s

c) s=[vat=[(2t+4)dt =t +4t+K
s(4)=50=>16+16+K=50=K =18
s(t)=t*+4t+18 m

d) s,=s(0)=18m

e) a=v'(t)=2m/s’

2J—

1
a) /:j(10x+x2)d =5x2+ 55

x° 33/x—4
—+ +K
3 4

1
b) /=j(x2+2x5)dx=
c) I=Injtgx|+K
d) lzé(ex+2)5+K
e) /=%(Inx)2+K

2x 5
f) I= + dx =
) -[(x2+1 x2+1j

=In(x® +1)+5arctgx + K

a) I:xarcthx—J'1 2: Sdx =
+4x

= xarcthx—%ln(1+4x2)+C

b) I=(x+1)ex—jexdx=
=(x+1)e*-e*+C=xe*+C

c) I=x Inxz—j2dx: xInx*-2x+C

x+5 ax dx
N e Lt i i i
2
:2In|x—1|—|n|x+2|+C:InM +C
X+2

b) /=] 2- 7 \ax=2x-7In|x+4+C
x+4

+I ! > dx =

(x+1)

x+1+1
I (x+1)? :Jx+1

=In|x+1|—ﬁ+c
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8. a) /=j[2+4‘82

7. a) l=—1'|‘idx+E de:
27 x-2 27 x-4

=—lln|x—2|+gln|x—4|+C
2 2

X-3+2 1 2
D) 1= Sap J[x—3+(x—3)2]dxz

=In|x—3|—X23+C
2x—-6+4
°) I= Ix —6x+10
:—J 2x -6 +J' 2 de:
—6x+10 1+(x - 3)

= Eln(x2 —6x+10)+2arctg(x-3)+C

)dx: 2x—4arctg[§j+C

+ X
1 2x-2+2
b) I=—|————dx=
) 2-[ x2-2x+5
_ J' 2x -2 +_[ 1 2dX=
x*—-2x+5 4+(x-1)
1 x—1

=—In(x? —2x+5)+—arctg—+C
2 2 2

3
©) I:I[HJFX +1jdx—

=3In|x—1|+5ln(x2 +1)+C

9 a) I:jsen(5x—5)+sen(x+5)dx:
2
__0os(5x—5) cos(x+5)+C
10 2
b) I_J-(1+cosx x:j( 12 Zcosx+
1-cos® x sen’x sen®x
1 sen X}——Z(ootgx+cosecx+x)+C
sen® x
oosx—oosxsen’ X 00SX  00SX
c) /=] . w(:j( ‘ . jdx:
sen’ x semr x  senm x
cosec’ x cosec? x
=- + +C
4 2
. X 2dt
10. a)Si t=tg—=dx= =
) 927 144 1+
2 — —
I=[ 1+t2.ﬁ:_2+c:—2+c
(1+tF 1+ 1+t 1+tg(x/2)

b) Haciendo 3" =t,3*In3dx =dt ,
(=1, o 1 13

+C
3 +1|

I = In
2In3 |t+1| 2In3

c) Si 2x+1=1t? = 2dx = 2tdt

3 2 _ _ 3
d (3;0 % c- 3’1( Yox+1z+c

| =



m Integral definida

1. Considera la funcion f(x) = x> + 1 definida en el intervalo [-3, 2] y la particion P del mismo formada por los
puntos de abscisas -3, -2, -1, 0, 1y 2.

Propuesta A

a) Determina utilizando dicha particiéon una aproximacién por exceso y otra por defecto al area encerrada entre
la curva de fy el eje X.

b) Obtén el valor exacto del area anterior usando la regla de Barrow.

2. Calcula las siguientes integrales definidas mediante la aplicacion de la regla de Barrow y sefiala cuales de ellas
representan un area y cuales no.

T 2 e
a) J._ncosxdx b) jo (2x—1)dx c) L In xdx

1 ax

o orx—x?

4. Halla los maximos y minimos relativos, si es que existen, de la funcion F(x)= I;ﬁ
+2cos

3. Demuestra que Zsj
3

5. Calcula los valores de a y de b que hacen continua las siguientes funciones en todo R y determina para los
valores hallados [ ’[f(x)~g(x)]dx .

a six=1
a) f(x)=1<x*-1

b) g(x):{x2+b six<3
x-1

six#1 4x+1 six=3

6. Calcula las integrales definidas siguientes vy justifica si representan un area o no.

a) [ |2x—4|ax b) [ X" —ax+4dx ¢) [2+1-cos?x dx
2

7. Representa y calcula el area limitada por el eje de abscisas y la grafica de la funcion y =2x—x?.

8. La gréfica de la funcion y =Inx, la recta y = 1 y los ejes de coordenadas delimitan un recinto con forma de
trapecio mixtilineo. Determina:

a) El area de dicho recinto utilizando la integracion respecto de la variable x.
b) El area del recinto utilizando la integracion respecto de la variable y.
c) El volumen del cuerpo de revolucién que genera el recinto anterior al girar alrededor del eje X.

d) El volumen del cuerpo de revolucién que genera el recinto anterior al girar alrededor del eje Y.

9. Sea el recinto acotado y limitado por la grafica de la funcion f(x) =

,lasrectas x=1,x=-1yel gje X.

1
V1+x2
a) Determina el area del recinto.

b) Calcula el volumen del sélido de revolucién que genera el recinto anterior al girar alrededor del eje X.

c) Calcula el volumen del sélido de revolucion que genera el recinto anterior al girar alrededor del eje Y.

10. Se considera la funcion y =2Inx definida para valores de x € [1, e]. Determina:

a) La longitud del arco de curva.

b) El area del recinto limitado por el arco y su cuerda.

MATERIAL FOTOCOPIABLE
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10.

Propuesta B

Sea la funcion y =i1 definida en el intervalo [2, 4], en el que se toma una particiéon P dividiéndolo en cuatro
X+

partes iguales.

a) Obtén el area encerrada por la curva de fy el eje X en el intervalo usando la regla de Barrow.

b) Determina una aproximacion por exceso y otra por defecto al area anterior usando la particion P.

Calcula las integrales definidas mediante la aplicacion de la regla de Barrow y justifica cuales de ellas
representan un area y cuales no.

T 2 1
a) IO sen x dx b) I,2(2X+2)dx c) Le’x dx
sen x si. x<0
Determina para qué valores de los parametros a y b la funcién f(x)={x*+ax+b si 0<x<3 es continua
x+9 si. x>3

. 6
en toda la recta real. Para los valores obtenidos calcula J- f(x)dx.
-

Calcula el siguiente limite: lim is'[ “2In(1+ 4t%)dt.
x=0 x 0

21
x sent

dt.

Halla la derivada de la funcion F(x) =I

Calcula las siguientes integrales definidas y justifica si representan un area o no.

a) j:|x—4|dx b) 'f;x/x2—2x+1dx c) I:\M—senzxdx
Representa y calcula el area del recinto limitado por las funciones f(x)=x, g(x)=x*-4x+4.

La grafica de la funcion y = arctg x, la recta y :% y el eje Y delimitan un recinto con forma de triangulo
mixtilineo. Determina:

a) El area de dicho recinto utilizando la integracién respecto de la variable x.

b) El area del recinto utilizando la integracién respecto de la variable y.

c) El volumen del cuerpo de revolucion que genera el recinto anterior al girar alrededor del eje Y.

Calcula el volumen del solido de revolucion obtenido al girar alrededor del eje X, el recinto limitado por la grafica
de la funcion f(x)=./x senx y el eje de abscisas en el intervalo [0, 7.

a) Calcula por integracion el volumen de un paraboloide de altura a y radio de la base R.

b) Calcula el area del recinto plano limitado por una parabola y una cuerda de la parabola de longitud 2L
perpendicular a su eje y a una distancia d del vértice.

<
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Soluciones propuesta A

a) S=1-(f(-3)+f(-2)+f(-1)+f(1)+f(2)) =
=10+5+2+2+5=24

s=1-(f(-2)+f(-1)+f(0)+f(0)+f(1)) =
b) A—.f73(x +1)dx—{3 +XL— 3 u
a) J':[cosxdx =[sen x]: =senn—sen(-n)=0
b) [ (@2x-Ndx=[x*-x]’ =4-2=2
c)LeInxdx:[xlnx—x]f=(e-|ne—e)—(—1)=

Solamente en el caso c la integral representa
un area porque en los otros casos la funcién no
es positiva en todo el intervalo de integracion.

El maximo de f(x)=v2+x-x> es (2 2]

Por tanto, f(x)s% en (0,1 >

1 12 2
—_— 2 —dx 2| —dx=—=
f(x '[ 02+ x—x? IO 3 3
Por el teorema fundamental del calculo, sera
F'(x)= v # 0 para cualquier valor de

1+2cos x

x, por lo que F no tiene extremos relativos.

2

a) f(M=a=lm>X=1 Zlim(x+1)=2
x->1 x—1 x—1

b) lim g(x) = lim(x*+b)=9+b
xX—3" X—=

lim g(x)= Iim3(4x+1)=13=9+b:>b=4
x—3"* X—

Asi, j f(x)—g(x)]ax = I (x=3- x2)dx+J. (-3x)adx

x*  x? * [-3x? 75
=-——+—-3x| + =——
3 2 |72 |, 2

a) [ |2x-4|dx = (-2x+4)dx+ [ (2x-4)dx =

:[—x2+4x]z+[x2—4x];:4—(—4):8
b) J. VXP—4x+4dx = J. Y dx =

='[0 |x—2|dx=J'0 (2—x)dx+.[2 (x-2)dx =

] [ x? )
=|2X——| +|—-2x| =2+
2 0 2 2

c) Ji\/'] —cos? x dx = Jé|sen X|dx =
2 2

(0+2)=4

=2 stenxdx=2[—cosx]§ =2(0+1)=2

Todas representan un area: las funciones son
positivas en el intervalo de integracion.

Egllsm)

7.

10.

La parabola corta al eje de Y
abscisas en los puntos x = 0
y X =2,y es continuay

positiva en este intervalo. 1 X

[Iy

Por tanto:

32
A= f (2x - x)dx—{x —%} =% u?

0

a) A:1+Le(1—lnx)dx: Y
S
=1+[x(2-Inx)]; =

=1+(e-2)=e—-1 U?

S]]

b) A=[lerdy=[e] =e-1 v

c)V= n'[: 12dx—nf1e (Inx)?dx =

=ne—n| x(In’ x-2|nx+2]f =2n u’

d) V=nj;(ey)2 dy=g[ezy]; =n<e22—1> "
Y|
A= 2'f " V1+ x?
Se toma: x =tgt
ol 1 X
A= 2_[0 SSZ(;tdt—2I sectdt =

= ZE—SECI‘(S(&CI‘HQ” dt = 2[In(sect +tgt)]4 =

sect+igt

=2(n(v2 +1)=In1) = 2(|n(J§+1))

2
1 dx
b) V= — | dx= =
)V=rf. (m] By
2
T T T
= nt[arctg x| 1:1{Z+Zj:? u®

c) Se despeja x en funcién de y: x = /%—1 =
y

:>V=n.|. 2dy—rtj'f12dy+nf[ —1jdy—

1
1 1
=t T ——— =2n(v2-1) *
ﬁ[ ! yL— 7(V2-1) u
2

a) L=Ib 1+(F'(x))" dx =Le1/1+%dx=
Iex\/x +1
==

dx . Con el cambio x2 +1=t2

2 1 2
sellegaa L= LTt—1dt =~ 2,0035.

t2
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Soluciones propuesta B

a) A= J-4 2dx In|x+1|] _ZIn[gj:lOZ b) I; X2—2X+1O’X=I;|X—1|dx=
= [T1=x)dx+ [ (x=1)dx =
b) s=1(f<2)+f[§j+f<3)+f(1jj=E J 1 f )
4 2 2)] 504 p g ] s
=|:X—?:| +|:7—X:| :E"FZZE
s:l[f[§j+f(3)+f( j+f(4)J 1207 . 1
4 (2 2520

c) j: J1-sen® x dx = j:|cos X|dx =

S=0,55; s=0,479

T n — g n _ _ ks
a) ["senxdx=[-cosx]" =2 J'O cosxdx+J‘£( cos x)dx [senx]%+
0 0 2

+[-senx]: =1+1=2
b) J.722(2x+2)dx=[x2+2x]f2 =8 [ ]5
; ; 1 Las tres representan un area porque las
c) .f e dx= [—e’xJ ,=e—— funciones son positivas en el intervalo de
- . e integracion.
La ay la ¢ representan un area porque las 7. Se hallan los puntos de corte entre fy g:
dos funciones son positivas en el intervalo de f(x)=g(x) = (1, 1), 4, 4)
integracién, mientras que la b no.
Alserg>fen[1, 4], el area
a) Para que f sea continua en toda la recta buscada es:
real, debe ser continuaenx =0yen x=3;
— = 1
f(0) = lim f(x)= lim f(x)= A= f [ x° 4“4)}" 1
AR _ -
lim f(x)= I|m senx =sen0=0 — ( X" +5x—4)dx =
x—0" b — 0 1 4
lim f(x)—Ilm(x tax+b)=b=0" :[__X3+5X2_4X} 48302
3 2 .
f(3)= Iimﬁ f(x)= Iim+ f(x)=
1.7
{nm f(x)= lim (x* +ax)=9+3a 1 8. a) A=, (4 —aretgx)dx =
=a=
lim f(x —Ilm x+9)=12 !
x—3 (x) 3 ) =[£x—xarctgx+lln(1+x2)} ~ 0,35 u?
4 2 o
6 0 3 2
b) ,[, f(x)dx:J: senxdx+f0(x + x)dx +
. 0 T 2T b) A= thgydy =[~In(cos y)]# = 0,35 v
+J' (x+9)dx =[-cosx]| +|—+—| +
3 - 3 2 0 n T
) 6 9 9 c) V=1tj04tgzydy=7t[tgy—y]05=n(1—%) u’
+ X vox| = —2+9+—+(72———27J =52
2 . 2 2

= nj"(xsenx)dx =n[-xcosx+senx|” =n* u®
0 0

Llamando F(x)= [ t2In(1+4t*)dt , hay que
(x) J ( ) ¥ 10. a) De acuerdo a la figura, la parabola que

calcutar L = lim 2% F(X) 0 _imE) _ engendra el paraboloide es y? = 2px . Al
X 0 x0 5x* R? R2
i X0+4x’) L 8x 4 pasar por P(a, R) = 2p=—= y* =—x
S xoo Byt ~x-010x(1+4x%) 5
Se han aplicado la regla de L’Hépital dos veces V= n'[a R_2X dx = R’ X ) _ nR’a
y el teorema fundamental del calculo. 0 2 2
Aplicando el teorema fundamental del calculo y . .
) o b) En este caso la parabola es:
teniendo en cuenta que los limites de
integracion son funciones de x, - [2 . \/_ .
1 1 oy 1 y =7 = y=1t——+/x yelarea:
F'(x)= - 2X — A= - d
senx sen x senx” senx

sl

o =%Ld
a) J:|x—4|dx:J:(4—x)dx:{4x—%}o -8
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